76. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2026/27)

/7 7

Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii Z9
Z9-1-1
Do policek tabulky 5 x 5 doplnte c¢isla od 1 do 5 tak, aby:

o kazde z cisel bylo v kazdéem tadku i v kaZdém sloupci prave jednou,
e soucet deseti cisel v Sedé vyznacené casti byl 21.

Najdéte vsechny moznosti. (J. Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY

N1. Do néasledujici tabulky dopliite ¢isla 1, 2, 3 tak, aby kazdé z nich bylo v kazdém radku
i v kazdém sloupci pravé jednou.

[Ve druhém fédku i ve druhém sloupci musi byt na prvnim misté 3 a na poslednim 1.
Na zbyla dvé mista patii 2.]

N2. Do nasledujici tabulky dopliite ¢isla 1, 2, 3 tak, aby kazdé z nich bylo v kazdém radku
i v kazdém sloupci prave jednou a soucet ¢isel v oramované ¢asti byl co nejvetsi. Urcete
tento soucet.
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[Co nejvétsi ¢isla v ordmované ¢asti mohou byt 3, 3, 2 a 1, tedy nejvétsi mozny soucet
je 9. Jedno z moznych doplnéni je na obrazku.]

11213
2131
31 1] 2

N3. Do nasledujici tabulky dopliite ¢isla od 1 do 9 (kazdé libovolnékrat) tak, aby se v zad-
ném fadku ani sloupci zadné cislo neopakovalo a aby soucet vsech ¢isel v tabulce byl
a) co nejvétsi; b) co nejmensi.

[V prvnim pfipadé doplitujeme co nejvic co nejvétsich ¢isel, ve druhém pFipadé naopak,
viz obréazek nize. V obou pfipadech mé tloha nékolik feSeni, ktera se lisi umisténim cisel.
Nejvétsi mozny soucet je 68 a nejmensi 22.]

a) [9|8[7|6]5 by | 1|23 |4]5
9|87 1023
9 1

D1. Hvézdny ctverec je takova Ctvercova tabulka cisel, pro kterou plati, Zze soucty cisel
v jednotlivych tadcich a sloupcich jsou vSechny stejné. Na obrazku je poztstatek
hvézdného ctverce, ve kterém byla cisla v jednom rfadku a jednom sloupci smazana.
Doplnte chybéjici ¢isla tak, aby vSechna byla celd a praveé ¢tyii zaporna. Urcete vSechny
moznosti.

1 2 3
4 ) 6
7 8 9

[Smazana ¢isla lze vyjadfit pomoci nezndmého soucétu, ktery oznacime s. V poslednim
sloupci jsou shora ¢isla s — 6, s — 15, s — 24, v poslednim fadku zleva s — 12, s — 15, s — 18
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a v rohu 45 — 2s. Pravé ¢tyii z nich jsou zaporna jediné pro s = 12, 13, nebo 14. Uloha mé
t¥i Feseni, viz tabulky nize.’]

79-1-2

1 2 3 6 1 2 3 7 1 2 3 8
4 5 6 -3 4 5 6 -2 4 5 6 -1
7 8 9 | —12 7 8 9| —11 7 8 9 | —10
0| -3 | —6 21 1] -2] -5 19 2| -1 | -4 17
Pro redlna cisla d, e, s, t a v plati:
d-v-e=2,
s-e-s-t=06,
d-e-v-e-t=09.
Urcete vsechny mozné hodnoty soucinud-v-e-s-t-e. (J. Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY

N1.

N2.

N3.

Pro realné ¢isla a, b, ¢ plati:
a-b-c=14,

a-c=20.
Uréete hodnotu b.

[Dosazenim druhé rovnosti do prvni dostaneme 20b = 14, a tedy b = %]

Pro reédlna cisla a, b, c plati:

a-b=3,
b-c=6,
a-c=09.

Urcete vSechny mozné hodnoty soucinu a - b - c.

[Soucin viech tii rovnosti dava (a-b) - (b-¢c)-(a-c) = a*-b*>-c* = 3-6-9, tedy
a-b-c=+v3-6-9=+9v2. (Obé hodnoty nastanou, a to pro a = %\/5, b=+2, c=3V?2,
resp. pro ¢isla opa¢nd.)]

Pro realna cisla a, b, ¢ plati:
a-b-c=12V6,
a?-c? =12.
Jakych hodnot miize nabyvat soucin b - ¢?
[Z druhé rovnosti plyne a - ¢ = £2v/3. Tedy b-c= (a-b-c?) : (a-c) = £12v6 : 2V/3 =

= 46+/2. (Obé hodnoty nastanou, napt. pro ¢ = 1 a a = 2v/3, b = 6/2, resp. a = —2+/3,
b= —6v2.)]

? Ptevzato z 69. roéniku MO, tloha Z7-1-5.
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D1.

Pro realna cisla a, b, ¢ plati:

Jakych hodnot mize nabyvat soucin a - b - ¢?
[Z uvedenych rovnosti plyne

(@®-b*- ) (@® b (@® b ) =a® B0 P =2.12:3=28.

Tedy (a-b-c)? = 2 neboli a-b-c = ++/2. Odtud také plyne (a-b-c)*> = 2a-b-c, coz pomoci
tfeti rovnosti dava 3¢®> = 2a - b - c. Tedy souéin a - b - ¢ musi byt kladny a jedind moznost je

V2. (Tato hodnota nastane pro ¢ = +{ %, a=2cab= %, jiné FeSeni soustava nema.)]

79-1-3

Jsou ddny soustredné kruznice k, | a body A, B, C, D tak, Ze plati:

polomeér kruznice k je 10 cm a polomér kruznice | je vétsi,

usecka AB je tétivou kruznice k a méri 16 cm,

usecka C'D je tétivou kruznice l, je kolma k tétive AB a prochdzi bodem B,
trojuhelnik ABC' je rovnoramenny.

Jaka mauze byt délka tétivy CD? Urcete vsechny moznosti. (M. Macko)

NAVODNE A DOPLNUJIcI ULOHY

N1.

N2.

N3.

V naésledujicich ulohéch opakované vyuzivame Pythagorovu vétu.
Urcete polomér kruznice opsané obdélniku o rozmeérech 4 cm x 6 cm.

[Primérem kruznice je uhlopficka obdélniku. Ta méii /42 + 62 = 24/13 cm, tedy polo-
mér kruznice je V13 cm.]

KruzZnice k mé stfed S a polomér 13 cm. Jeji tétiva AB je od bodu S vzdalena 5 cm.
Vypocitejte délku tétivy AB.

[Ozna¢me P stfed tétivy AB. Trojuhelnik APS je pravouhly a |AP| = v/132 — 52 =
= 12 cm. Délka tétivy je 24 cm.]

Jsou dany soustiedné kruznice k£ a [, z nichz [ ma mensi polomér nez k. Tétiva AB
kruznice k je od spolec¢ného stfedu kruznic vzdalena 1cm a kruznice [ ji rozdéluje na
t1i useky, kazdy o délce 4 cm. Urcete poloméry kruznic £ a (.

[Ozna¢me S spoleény stied kruznic, P stfed tétivy AB a K, L jeji pruseciky s kruznici [.
Z pravouhlych trojuhelnik@t APS a KPS vypoéitame poloméry kruznic k a | jako v/62 + 12 =
=+/37cm a V22 +12 = \/gcm]
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D1. Je dan kosoc¢tverec ABCD a kruznice k se stfedem A prochazejici bodem C. Strana
kosoctverce méri 10 cm a polomér kruznice je 12 cm. Kruznice k vytind na primce BD
tétivu. Urcete vzdalenosti bodu B od krajnich bodt této tétivy.

[Ozna¢me P prusecik thlopricek kosoctverce a K, L krajni body tétivy jako na obrazku
nize. Uhlopficky kosoctverce se piili a jsou na sebe kolmé, tedy |AP| = 6cm a tétiva KL je
kolma k AC. Z pravothljch trojihelniktt ABP a ALP vypoéitame |PB| = /102 — 62 = 8cm
a |PL| = v/122 — 62 = 61/3 cm. Hledané vzdalenosti jsou (61/3 — 8)cm a (6/3 + 8) cm.]

K

7914

Ve vstupni hale kina bylo nekolik jednomistnych a nékolik troymistnych sedacek. Jednou
st uvadécka vsimla, Ze v hale sedélo 25 lidi a 10 sedacek bylo prazdnych. Jindy si uvadécka
vsimla, Ze v hale sedélo 14 lidi a 7 sedacek bylo prdzdnych. V obou pripadech byla kaZdad
trojmistnd sedacka bud prdzdnd, nebo plné obsazend.

Kolik jednomistnych a kolik trojmistnych sedacek mohlo byt v hale? Najdéte vsechny
moznosti. (M. Macko)
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NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY

N1.

K ¢océce nakyselo davali v restauraci podle pfani zdkaznika bud dvé, nebo tii vejce
natvrdo.

a) Kolik nejvyse porci pripravili, jestlize spotfebovali pravé 20 vajec?

b) Kolik nejméné porci pfipravili, jestlize spotfebovali pravé 20 vajec?

c) Kolik nejvice a kolik nejméné vajec je tieba na 20 porci?

N2.

N3.

D1.

[a) Pfipravili nejvyse 20 : 2 = 10 porci. b) 20 = 3-6 + 2 - 1, tedy pfipravili nejméné
6 + 1 = 7 porci. c) Potfebovali nejméné 20 - 2 = 40 a nejvyse 20 - 3 = 60 vajec.]

Méame rozdélit 15 bonbénd na hromadky, z nichz kazdd ma tfi, nebo ¢tyfi bonbdny.
Kolik takovych hromadek bude? Najdéte vSechny moznosti.

[Cislo 15 lze vyjadiit jako soucet nasobkt tif a étyf bud 15 = 5-3, nebo 15 = 1-3+3-4.
Hromédek bude pét, nebo ¢tyii.]

Déti na tabore ziskavaly za splnéné tlohy body. Ty bylo mozné déle sménovat: pét
bodt za samolepku, Sest bodid za tiskatko. Jara si propocital, ze kdyby chtél jenom
samolepky, zbyl by mu jeden bod nevyuzity. Kdyby si vybral jenom tiskatka, nevyuzil
by t¥i body. Nakonec dokazal uplatnit vSechny svoje body, pricemz ziskal dvakrat vice
tiskatek nez samolepek. Kolik nejméné bodt mél Jara pred sménovanim?

[Jedna samolepka a dvé tiskatka stoji 17 bodt, pocet bodt je tedy nasobkem 17. Cisla
17 a 34 nevyhovuji, 51 dava po déleni péti zbytek 1 a po déleni Sesti zbytek 3. Jara mél
nejméné 51 bodi.”]
Na statku zilo 30 lidi. Statkar naridil, aby mezi né rozdélili 30 méfic obili tak, ze
kazdy muz dostane 3 méftice, kazda Zena 2 méfice a kazdé dité pil méfice obili. Obili
vystacilo presné. Kolik muzi, zen a déti zilo na statku? Najdéte vSechny moznosti.

[Ozna¢me m, z a d poéty muzil, Zen a déti. Pro mnozstvi obili a pocet lidi plati:

1
3m—|—2z—|—§d:30,
m+ z +d = 30.

Odectenim druhé rovnice od dvojnasobku prvni rovnice dostaneme 5m + 3z = 30. Tedy =z
je nasobek péti a m nasobek tii. Odtud dostavame tfi feseni: z = 0, m = 6, d = 24, nebo
z=5,m=23,d=22,nebo z = 10, m = 0, d = 20. (Posledni moznost mé smysl, pouze kdyz
statkaF na statku nezil.)”]

? Ptevzato ze 70. roéniku MO, tiloha Z8 II-1.
? Uloha ze stiedovéké sbirky Alkuina z Yorku upravena podle publikace K. Mac¢ak: Tti stiedovéké shirky
matematickych tloh, Prometheus, Praha, 2001.
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Z9-1-5
Na tabuli je napsdano cislo 100. Dva kamarddi hraji hru podle nasledujicich pravidel:

Hraci se u tabule pravidelné stridagi.

V kazdém tahu hrdc c¢islo smaZe a nahradi ¢islem novym.

Nové éislo je z predchoziho vytvoreno bud odectenim jedné, nebo vydélenim dvéma.
Vsechna napsand cisla jsou prirozend.

Vyhrava hrac, ktery napise cislo 1.

Ukazalo se, Ze jeden z hracd miZe postupovat tak, aby zarucené vyhrdl. Ktery hrac to
je a kolik nejméné tahi k vyhie potrebuje? (1. Janéigovd)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY

N1. Uvazme hru ze soutézni tlohy, v niz je na zacatku napséano cislo 8 misto 100. Najdéte
vSechny mozné priibéhy této hry.

[Hra ma 5 ruznych prabéhu, které jsou znazornény v néasledujicim grafu: modfe jsou
vyznaceny tahy prvniho hrace, ¢ervené tahy druhého hrace.]

3 —> 2 — 1

7T — 6 21

N2. Jak by probihala hra ze soutézni ulohy s nejmensim moznym poctem tahti? Kdo by
vyhral?
[Hraci by délili dvéma, kdykoli by to bylo mozné. Vyhrél by druhy hréaé¢, viz néasledujici

schéma.|

100 50 —+25—+24 12 —>6—-3—-2—1

N3. Najdéte t¥i nejmensi pocatecni ¢isla hry ze soutézni tlohy, pro ktera mize druhy hrac
postupovat tak, aby zarucené vyhral.

[Jsou to ¢isla 3, 5 a 7: liché ¢islo miize prvni hrac¢ jen zmensit o 1, druhy pak hraje napt.
jako v nasledujicim schématu.|
3—=2—=1
5—4—=-3—-2-—=1
7T=26—23—-2—-1
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D1. Hra NIM mé& mnoho variant, uvazujme tuto: Na hromadce je 12 sirek. Dva hraci
se pravidelné stridaji v tazich. V kazdém tahu hrac¢ odebere jednu, nebo dvé sirky.
Prohrava ten hrac, ktery odebere posledni sirku. Pokud to je mozné, najdéte vitéznou
strategii pro prvniho hrace.

[Mozné to je: staci, kdyz po tahu prvniho hrace ztistane na hromédce 10, 7, 4 a nakonec
1 sirka. Tedy prvni hra¢ odebere dvé sirky a dale po kazdém tahu soupefe doplni jeho tah
na tfi sirky.]

Z9-1-6
Je ddan rovnobéznik ABCD a jeho vnitini bod P s témito vlastnostmi:

e |BC| =|CP|=|PD|,
e | XPBA| = |xPCB|,
e |XBAP| = 15°.

Urcete velikost uhlu APB. (P. Bak)
NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY

N1. V rovnobézniku ABCD je vnitini tthel u vrcholu A o 30° vétsi nez vnitini thel u vr-
cholu B. Urcete velikosti vnitfnich ahli rovnobézniku.
[V rovnobézniku jsou protéjsi tthly shodné a sousedni thly davaji dohromady 180°. Tedy
uhly u vrcholi A a C maji velikost 105°, u vrcholi B a D maji velikost 75°.]

N2. V rovnoramenném trojuhelniku RST se zdkladnou RS znaci ¢ velikost vnitiniho thlu
u vrcholu 7. Vyjadfete pomoci ¢ velikosti ostatnich vnitinich a vSech vnéjsich ahli
trojuhelniku RST.

[Soucet velikosti vnitinich thld trojuhelniku je 180° a tihly u zédkladny rovnoramenného

trojuhelniku jsou shodné. Vnitini tthly u vrcholt R a S maji velikost 90° — %go. Vnéjsi uhly
u vrcholtt R, S, T maji velikosti 90° + 3¢, 90° + ¢, 180° — ¢.]

N3. Rozdélte pravidelny pétithelnik na tii rovnoramenné trojihelniky a jejich rovnora-
mennost zdivodnéte.

[Pétithelnik ABCDE lze rozdélit napf. na trojuhelniky ABE, BCE a CDE. Vsechny
strany, resp. vSechny tuhlopticky pravidelného pétithelniku jsou navzajem shodné. Proto jsou
shodné strany AB a AE v trojuhelniku ABF, strany B a EC' v trojihelniku BCFE a strany
DC a DE v trojuhelniku CDE.]

D
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D1. V trojuhelniku ABC lezi bod D na strané BC, bod E na strané AC a plati
AB| = | BE| = |[EC| = |CD|, |BD| = |DE]|

Urcete velikosti thld ACB a BAD.

[Na obrazku nize jsou shodné usecky zvyraznény stejnymi barvami a shodné uhly stej-
nymi symboly. Uhel EDC je vnéj$im tthlem trojthelniku EDB, tedy ¢ = 2. Soucet vnitinich
uhla v trojuhelniku EDC' je 180°, tedy 2¢ + v = 5y = 180°. Velikost tthlu AC'B je 36°.

Uhel CEA je pfimy, tedy € + v + a = 180°. Z piedchoziho vime ¢ = 2v a 180° = 57,
tedy o = 27. Odtud plyne shodnost thla CED a CAB, tedy rovnobéZznost iseéek ED a AB,
a tedy rovnoramennost trojuhelniku ABC. Ze soumérnosti trojuhelniku ABC' je tthel BAD

shodny s thlem ABE a jeho velikost je a — v = v = 36°.7]
C

? Ptevzato ze 74. roéniku MO, tiloha Z8 I1-3.
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