75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/26)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Najdéte vSechny trojice navzajem riznych prvocisel pq, p2, p3, pro ktera plati

(p2 — p1) - (p3 — p1) = 195.

(E. Novotnd)

MozZné resSeni. Soucinem ¢isel po — p1 a p3 — p; ma byt liché ¢islo 195. Tedy kazdé z cisel
p2 — p1 a ps — p1 musi byt liché. Rozdil dvou ¢isel je lichy, pravé kdyz jedno z ¢isel je liché
a druhé sudé. Cisla p;, p2, p3 maji byt navzajem riizna prvoéisla a jediné sudé prvoéislo
je 2. Tedy p; = 2 a zajimaji nas vSechny dvojice navzajem rtznych prvocisel ps a p3, pro
ktera plati

(P2 —2) - (p3 — 2) = 195. (%)

Mozné rozklady c¢isla 195 na dva soucinitele jsou
1-195=3-65=5-39=13-15.

Tomu odpovidaji néasledujici dvojice ¢isel pa, ps, kterd jsou moznym feSenim (%) (aZ na
poradi):
3,197, 5,67, 7,41, 15/17.

Prvni tii dvojice tvori prvocisla, ¢tvrtou nikoli.
Vsechny vyhovujici trojice prvocisel p1, p2, ps3 (aZ na potradi py a p3), pro kteréd plati
podminka ze zadani, jsou:

2,3,197, 2,5,67, 2,7,41.

Z8-1-2
Pro rovnobézniky ABC'D a KLM N plati:

bod K je sttedem tusecky C'D,

bod K je prusecikem ptimky C'D s osou usecky BC),
bod L je prusecikem piimky AB s osou tusecky CD,
bod N je priisecikem ptimky AB s osou usecky BC),
thel BAD ma velikost 60°.

Uréete pomér obsahti rovnobézniki ABCD a KLMN. (M. Macko)
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MozZné resSeni. Situaci si znédzornime spolu s dodate¢nym délenim, které déle okomentu-
jeme. Bod E znadi stied tisecky BC, bod F' znaci stied tsecky AB:

60° ¥ N

M

Protéjsi strany rovnobézniku jsou shodné a body F' a K jsou stiedy protéjsich stran
rovnobézniku ABC'D. Tedy rovnobéznik ABC D se sklada ze dvou shodnych rovnobézniki
AFKD a FBCK.

Uhlopficka rovnobézniku jej déli na dva shodné trojuhelniky a tsecky FD a BK jsou
uhlopfickami rovnobéznikit AFKD a FBCK. Tedy rovnobéznik ABC'D se sklada ze ¢tyt
navzajem shodnych trojuhelniki AFD, KDF, FBK a CKB.

Bod K lezi na ose usecky BC, tedy tsecky BK a C'K jsou shodné a trojuhelnik
BCK je rovnoramenny. Protéjsi vnitini thly v rovnobézniku jsou shodné, tedy tthly BAD
a BCD jsou shodné a maji velikost 60°. Odtud vyplyva, ze trojihelnik BCK je rovno-
stranny. Tedy rovnobéznik ABC'D se sklada ze ¢ty rovnostrannych trojihelnikii shodnych
s trojihelnikem BCK.

Piimy thel FBN je souctem uhldi FBK, KBC a CBN, z nichz prvni dva maji
velikost 60°. Tedy tthel C BN ma velikost 60°. Trojuhelniky BEK, BLK, BEN jsou
vSechny pravouhlé a maji shodné tihly u vrcholu B. Navic prvni s druhym ma spolec¢nou
stranu BK a prvni se tfetim ma spolecnou stranu BE. Tedy tyto tfi trojuhelniky jsou
navzajem shodné (podle véty usu).
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Celkem rovnobéznik ABCD se sklada z osmi trojuhelniki shodnych s trojihelnikem
BFEK. Trojuhelnik K LN se sklada ze tfi trojuhelniki shodnych s tymz trojihelnikem,
tedy rovnobéznik K LM N se sklada ze Sesti trojuhelnikt shodnych s trojuhelnikem BEK.

Pomér obsahii rovnobézniki ABCD a KLMN je 8:6=4":3.

Poznamka. Rovnobéznik K LM N mé stejny obsah jako obdélnik K LNO, kde bod O je
prisecikem primek M N a C'D. Rovnobézniky ABC'D a K LN O maji spole¢nou vysku KL
a pomér odpovidajicich stran je |AB| : [LN| = 2 : 1,5 = 4 : 3. Pomér jejich obsahu je
stejny.

D K C (0]

Z8-1-3

Tomas sbira pohlednice z Islandu, Anglie a Norska. Z kazdé zemé ma alespon jednu
pohlednici, celkem jich méa 40. Pohlednic z Anglie m4 vice nez pohlednic z Norska. Pohled-
nic z Islandu ma vice nez pétindsobek a méné nez Sestiniasobek poctu pohlednic z Anglie.

Ze kterych zemi jsou pohlednice, jejichz pocet v Tomasové sbirce 1ze urcit jednoznacné?
(E. Novotnad)

MozZné reseni. Pocty pohlednic z jednotlivych zemi oznacime jejich poc¢ateénimi pismeny.
Postupné vzhledem k A odvodime rozmezi pro N (0 < N < A) a [l (5A < I < 64)
a ovéiime, zda pro né&jaké A, N, I plati zbyld podminka (A + N + I = 40):

e Pro A<6je N <b5al <30.Soucet A+ N + I je nanejvys 5+ 4 4 29 = 38 < 40.
e ProA=6jeN=1,...,5al=31,...,35. Soucet A+ N + 1 je 40 ve tfech ptfipadech:

N=1,1=33, N=2 1=32, N=3, [=3l. (%)

e Pro A > 6 je I > 35 asoucet A+ N + I je alesponi 7+ 1+ 36 = 45 > 40.

Tedy pohlednic z Anglie bylo 6, pocty ostatnich jsou vy¢isleny v (x).
Pocet pohlednic Ize jednozna¢né urcit pouze pro Anglii.

Jiné resSeni. Pri stejném znaceni jako vyse vyjadiime podminky ze zadani:
A+ N+T=40, 0<N<A, BA<I<GO6A.
Z posledni podminky plyne, Ze I je v rozmezi
I=5A+1, ..., 6A—1.
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Odtud a z prvni podminky plyne, ze N =40 — A — I je v rozmezi
N =39—-6A4, ..., 41 —TA.

Z podminky 0 < N plyne, ze A < 7. Z podminky N < A plyne, ze A > 5. Celkem
tedy A =6 a mozné dvojice N a [ jsou jako v (k).
Pocet pohlednic lze jednoznac¢né urcit pouze pro Anglii.

Z8-1-4

Zaci napsali prvni pisemku s primérnym hodnocenim 84 bodt. Stejni Zzaci napsali
druhou pisemku s primérnym hodnocenim 70 bod#. Cty¥i z téchto zakd méli v obou
pisemkach po 63 bodech. Primérné hodnoceni ostatnich zakt ve druhé pisemce bylo 72
bodi.

Urcete primérné hodnoceni ostatnich zakt v prvni pisemce. (I. Jancigovad)

MozZné reSeni. Soucet bodi, které podpruimérnym zakum chybély do celkového priameéru,
odpovida souctu bodi, o které nadprimeérni zaci tento primér prevysovali.

Ve druhé pisemce méli ¢tyti zaci kazdy o 7 bod méné nez byl primér, coz je v souctu
28 bodi. Ve stejné pisemce méli ostatni zaci primérné o 2 body vice nez byl priameér. Tedy
ostatnich zaka bylo 14 (4-7 = 14 - 2) a v8ech zaku bylo 18 (14 + 4 = 18).

V prvni pisemce byl celkovy primér vsech zaki 84 bodii, coz je v souctu 18-84 = 1512
bodii. Cty¥i podprimérni zaci méli v souétu 4 - 63 = 252 bodt. Ostatnich 14 74k mélo
v sou¢tu 1512 — 252 = 1260 bod, tedy pramérné 1260/14 = 90 bodu.

Primeérné hodnoceni ostatnich zaki v prvni pisemce bylo 90 bodu.

Poznamka. Pokud oznac¢ime pocet vSech zaku n, pak soucet bodu v prvni pisemce byl
84n a ve druhé 70n bodid. Primeérné hodnoceni ostatnich zakt ve druhé pisemce bylo
(70n — 252)/(n — 4) = 72 bodi, coz po upravach dava n = 18. Tedy primérné hodnoceni
ostatnich zakd v prvni pisemce bylo (84n — 252)/(n —4) = 1260/14 = 90 bodi.

Z8-1-5
Je dana kruznice k se stfedem S a polomérem 6 cm a pfimka p prochazejici bodem S.
Sestrojte obdélnik ABC'D tak, aby platilo:

vrcholy A a B lezi na pfimce p,

kruznice k se dotyka strany CD,

kruznice k protinad stranu AD v bodé K a stranu BC' v bodé L,
|AK| = |CL| =1,5cm.

(M. Petrovd)

Mozné Feseni. Bod dotyku kruznice k a strany C'D ozna¢ime T'. Usecka ST je polomérem
kruznice, tedy |ST| = 6cm, a T je bodem dotyku, tedy ST L CD. Tim je zcela urcena
primka CD, tzn. jeden rozmér obdélniku — jedna se o pfimku rovnobéznou s primkou p
ve vzdalenosti 6 cm.

Druhy rozmér obdélniku je vymezen ostatnimi podminkami ze zadani — body K a L
lezi na rovnobézkach s pfimkami p a CD, které jsou od nich vzdaleny 1,5cm (smérem
dovnitt obdélniku), strany AD a BC' prochézi témito body a jsou kolmé k pfimce p.
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Konstrukce (body 1 a 2 pfedstavuji zadani, body 3 az 15 feSeni tlohy):

)
)
)
) bod T je pruseéikem kruznice 1) a piimky 3),

5) body U a V na tse¢ce ST se vzdalenostmi |SU| = |TV| = 1,5cm,
6) rovnobézka s pfimkou 2) prochézejici bodem U,
)
)
)
)

rovnobézka s pfimkou 2) prochazejici bodem T,

bod K je prusecikem kruznice 1) a piimky 6),

bod L je prisecikem kruznice 1) a pfimky 7) v opacné poloroviné nez K vzhledem
k pfimce 3),

11) kolmice k p¥imce 2) prochézejici bodem K,

12) kolmice k p¥imce 2) prochazejici bodem L,

13) body A a D jsou pruseciky piimky 11) s pfimkami 2) a 8),

14) body B a C jsou prisecéiky primky 12) s pfimkami 2) a 8),

15) obdélnik ABCD.

Z8-1-6

Jonas a Michal sestavili kazdy sviij osmiboky jehlan s deviti rtiznymi ¢isly na jeho
riznych sténach. VSechna ¢isla byla vétsi nez 10, mensi nez 30 a zadné nebylo délitelné
¢tyfmi. Pro kazdy vrchol vsak soucet cisel na vsech sténach, které ho obsahovaly, byl
délitelny ctyimi. Jonas tvrdil, Ze na dvou bocnich sténach ma cisla 14 a 15. Michal tvrdil,
Ze na dvou boc¢nich sténach ma cisla 14 a 17.

Kdo z chlapcti mél pravdu? (K. Pazourek)

Mozné feseni. Hlavni vrchol jehlanu nalezi vSem osmi bo¢nim sténdm, ostatnich osm
vrcholl néalezi podstavé a dvéma dalsim sténam. Zkusime najit mozna ocislovani stén
Jonasova jehlanu:

e Uvazme ¢isla 14 a 15 na dvou sousednich bo¢nich sténéach jehlanu. Aby soucet téchto
Cisel s ¢islem na podstavé byl délitelny ¢tyfmi, musi ¢islo na podstavé davat po déleni
¢tyimi zbytek 3. Nejmensi nepouzité cislo s touto vlastnosti v daném rozmezi je 11.
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e Uvazme cislo 11 na podstavé a hledejme ¢islo na bo¢ni sténé sousedici se sténou s ¢islem
15. Aby soucet téchto tii ¢isel byl délitelny ¢tyimi, musi hledané ¢islo davat po déleni
¢tyfmi zbytek 2. Nejmensi nepouzité ¢islo s touto vlastnosti v daném rozmezi je 18.

e Timto zplisobem postupné najdeme mozné ¢isla na osmi boc¢nich sténach:

14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27.

e Soucet téchto osmi cisel je 164, coz je ¢islo délitelné ¢tyfmi. Tedy Jonas mohl mit
jehlan se vSemi vlastnostmi ze zadani.

Obdobné lze najit mozna ocislovani stén Michalova jehlanu: na podstavé muze byt
¢islo 13 a na osmi boc¢nich sténach cisla

14, 17, 18, 21, 22, 25, 26, 29.

Tedy také Michal mohl mit jehlan se vSemi vlastnostmi ze zadani.
Pravdu meéli oba chlapci.

Poznamka. Uvedena ocislovani stén nejsou jedind moznd, ale v danych mezich jich neni
mnoho. Obecné lze z podminky o souctech trojic ¢isel na sténach se spole¢nym vrcholem na
podstaveé odvodit, ze rozdily ¢isel ob jednu bo¢ni sténu musi byt délitelné ¢tyrmi. Podminka
o souctu osmi stén se spolecnym hlavnim vrcholem je pak splnéna automaticky. Pii hledani
moznych oc¢islovani stén staci zvolit ¢isla na dvou sousednich boé¢nich sténach, ¢isla ob sténu
vybirat tak, aby se lisila o nasobek ¢tyt, doplnit ¢islo na podstavé a neustale hlidat dané
meze.
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