75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/26)

|. kolo kategorie Z7

Z7-1-1
Kolik existuje ¢tyfmistnych cisel takovych, zZe jejich tfetina, polovina, dvojnasobek
a trojnasobek jsou vSechno ¢tyfmistné ¢isla? (M. Macko)

Mo#né feseni. Ctyimistné ¢islo musi byt v rozmezi

od 3000 do 9999, aby jeho tfetina byla ¢tyfmistnym cislem,

od 2000 do 9998, aby jeho polovina byla ¢tyfmistnym ¢islem,
od 1000 do 4999, aby jeho dvojnasobek byl ¢tyirmistnym cislem,
od 1000 do 3333, aby jeho trojnasobek byl ¢tyimistnym cislem.

7 prvni dvou podminek plyne, Ze ¢islo musi byt délitelné dvéma a tremi, tedy Sesti.
Spolec¢né s ostatnimi podminkami dostavame, ze ¢islo musi byt v rozmezi od 3000 do 3333.
Nésobky Sesti v rozmezi od 3000 do 3333 jsou:

3000 =500-6, 3006=501-6, ..., 3330 =555-6.
Cisel vyhovujicich uvedenym podminkam je 56.

Z7-1-2
V pravidelném Sestitthelniku ABC'DFEF je bod G stiedem thlopficky AF.

Urcete pomér obsahti trojuhelniku ADG a Sestitthelniku ABCDEF..
(E. Semerddovd)

Mozné teSeni. V pravidelném Sestitthelniku ABCDFEF je thlopricka AE rovnobézna
s uhlopfickou BD. Tedy trojihelnik ADG ma stejny obsah jako kterykoli trojuhelnik
AD’'G, jehoz vrchol D’ lezi na pfimce BD. Specidlné trojuihelnik ADG mé stejny obsah
jako trojuhelnik ABG:

E D E D
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Bod G je stiedem thlopticky AF, tedy lezi také na tihlop¥i¢ce CF. Uhlopticka CF je
rovnobézna se stranou AB. Tedy trojihelnik ABG ma stejny obsah jako kterykoli troja-
helnik ABG’, jehoz vrchol G’ lezi na pfimce C'F. Na této piimce lezi stfed O pravidelného
Sestitthelniku, tedy trojihelnik ABG ma stejny obsah jako trojuhelnik ABO:

E D

A B

Dohromady plati, ze trojuhelnik ADG mé stejny obsah jako trojihelnik ABO, a pra-
videlny Sestitthelnik ABCDFEF' sestava ze Sesti trojuhelnikt shodnych s trojihelnikem
ABO.

Pomér obsahii trojuhelniku ADG a Sestitthelniku ABCDFEF je 1: 6.

Z7-1-3
Pan Komicky, Elegantni a Vazny se znaji z golfu. Jeden se jmenuje Karel, jeden Erik

a jeden Viktor. Jeden nosi kravatu barvy krémové, jeden barvy ebenové a jeden barvy
vinové.

Vyherce posledniho utkani nosi ebenovou kravatu.

Pan Elegantni nebyl nikdy na navstévé u pana Komického.
Viktor nosi krémovou kravatu.

Panu Komickému ptipadé vtipné, ze nikdy nevyhral.
Karel byl po poslednim utkani u pana Komického.

Pan Vazny nosi vinovou kravatu.

Zjistéte, jaké je vlastni jméno kazdého z pant a jakou kdo nosi kravatu.
(E. Novotnd)

Mozné teseni. Rozlisujeme tii znaky, u kazdého mame t¥i moznosti. Vztahy ze zadéani
budeme postupné doplnovat do tabulky. Z posledni informace vime néasledujici:

prijmeni Komicky Elegantni Vazny
jméno
kravata vinova

Z prvni a ¢tvrté informace plyne, ze pan Komicky nenosi ebenovou kravatu. Z predcho-
ziho vime, ze vinovou kravatu nosi pan Vazny, tedy kravata pana Komického je krémova.
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Ebenova kravata zbyva na pana Elegantniho:

prijmeni Komicky Elegantni Vazny
jméno
kravata krémova ebenova vinova

Ze treti informace a predchoziho doplnéni plyne, ze pan Komicky je Viktor. Ze druhé
a paté informace plyne, Zze pan Elegantni neni Karel. Tedy pan Elegantni je Erik a pan
Vazny je Karel.

Vysledné prifazeni vypada takto:

prijmeni Komicky Elegantni Vazny
jméno Viktor Erik Karel
kravata krémova ebenova vinova

Z7-1-4

Adéla, Beata, Sarka a Jitka si natrhaly tfesné. Beata jich méla pétkrat vic nez Adéla,
Sarka méla o 15 t¥esni vic nez Beéta, Jitka méla o 200 vic nez Adéla.

O kolik nejméné se mohly lisit pocéty tfesni Sarky a Jitky? A kolik tfesni by v takovém
pripadé méla kazda z divek? (K. Pazourek)

MozZné fesSeni. Pocty tiesni divek oznac¢ime pocateénimi pismeny jejich jmen. Podle za-
déani plati

B=5A4, S=B+15 J=A+200.

Poéty tiesni Sarky a Jitky se lisily o
|J — S| =185+ A — B| = |185 — 4A4|.
Tento rozdil je jisté nenulovy, nebot 185 neni nasobkem ¢tyf. Nejblizsi nasobek ¢tyt k ¢islu
185 je 184 = 4-46. Tato moznost odpovida hodnotam A = 46, B = 230, S = 245, J = 246.

Pocty tfesni Sarky a Jitky se lisily nejméné o jednu tiesni. V takovém piipadé méla

Adéla 46, Beata 230, Sarka 245 a Jitka 246 tfesni.
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Z7-1-5
Vaclav mél nékolik bilych kostek. Na kazdé kostce nabarvil tfi rtizné stény tremi
riznymi barvami, a to ¢ervenou, zelenou a modrou. Poté rozttidil kostky do skupin podle
typu obarveni tak, ze vSechny kostky v jedné skupiné vypadaly po vhodném otoceni stejné.
Kolik nejvyse skupin mohl Véclav vytvorit? (1. Jancigovd)

Mozné feSeni. Trti vybrané stény lze tfemi barvami obarvit celkem Sesti zptisoby. Podle
vzadjemné polohy obarvenych stén na kostce rozlisujeme dva piipady:

e Obarvené stény nemaji spoleény vrchol, tzn. po rozvinuti tvoii pas. V tomto ptripadé
jsou Vaclavovy skupiny tfi a jsou urceny barvou prostiedni stény. V nasledujicim
prehledu jsou skupiny rozdéleny po sloupcich (osa otoceni prochézi stfedem prostfedni

z obarvenych stén a je k ni kolmé):
ﬂ

e Obarvené stény maji spole¢ny vrchol, tzn. kazda sousedi s kazdou. V tomto ptipadé
jsou Véclavovy skupiny dvé a opét jsou rozdéleny po sloupcich (osa otoceni je télesova
uhlopticka prochazejici spoleénym vrcholem obarvenych stén):

L B

-

Vaclav mohl vytvorit pét skupin.
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Z7-1-6
Pro ¢tyriuhelnik ABC'D plati:

strana AD a thlopricka BD jsou shodné,
uhlopticka BD a strana DC' jsou kolmé,
strany AB a BC' jsou kolmé,

osa thlu BDC a strana AD jsou kolmé.

Urcete velikost thlu BC'D. (M. Macko)

Mozné tesSeni. Priisecik osy thlu BDC se stranou BC oznacime F:

C

A B

Piimka DF je osou pravého tthlu BDC', tedy thly BDFE a EDC' jsou shodné s velikosti
45°. Uhel ADC je souc¢tem uhlt ADE a EDC a thel ADE je pravy. Tedy velikost thlu
ADC je 135° (90 + 45 = 135).

Uhel ADE je sou¢tem thlit ADB a BDE. Uhel ADE je pravy a tthel BDE ma
velikost 45°, tedy thel ADB ma také velikost 45°. Trojuhelnik ABD je rovnoramenny,
tedy tthly BAD a ABD u zakladny jsou shodné. Soucet vnitinich ahla trojahelniku ABD
je 180°, tedy velikost thlu BAD je 67,5° (2 67,5+ 45 = 180).

C

67,5° 67,5°"

16



Soucet vnitfnich hla ¢étyfahelniku ABCD je 360°, tedy velikost ahlu BC'D je 67,5°
(67,5490 + 67,5 + 135 = 360).

C

A B

Poznamka. Velikost tthlu BC'D lze dopocitat v ramci trojuhelniku BCD: tthel BDC' je
pravy a thel DBC je rozdilem pravého thlu ABC a thlu ABD, jehoz velikost zname
z predchoziho.
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