74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Usttedn kolo kategorie Z9
24. dubna 2025

IMA®©)

1. Pro kazdé kladné celé ¢islo n = 1 uvazme n-mistné ¢islo
987654321987654321987 . . .

(Tedy napt. pro n = 3 uvazujeme ¢islo 987.) Je nékteré z téchto ¢isel prvocislo? Svou
odpovéd zdtvodnéte.

2. Rovnoramenny lichobéznik ABCD se zdkladnami splnujicimi |[AB| > |CD| mé
vepsanou kruznici. Dokazte, ze osa thlu u vrcholu C' déli lichobéznik na dvé casti
o stejném obsahu.

3. Krélovna si predvolala své dva kouzelniky a dala jim nasledujici tikol. Prvni kouzelnik
ma vybrat 7 navzdjem riaznych kladnych celych cisel se souctem 100 a poseptat je
kralovné. Kralovna pak druhému kouzelnikovi fekne c¢tvrté nejvétsi z téchto cisel.
Druhy kouzelnik musi prijit na to, kterych sedm c¢isel prvni kouzelnik vybral, jinak
kralovna oba kouzelniky popravi.

Mize prvni kouzelnik vybrat takovych 7 ¢isel, Ze kdyz se druhy kouzelnik dozvi
jen ¢tvrté nejvétsi z nich, bude schopen jednoznac¢né urcit vsech sedm c¢isel, ktera
prvni kouzelnik vybral? Svou odpovéd zdivodnéte.

4. Mame najednou prevézt nékolik beden z mista A na misto B. O bednéch vime jen to,
ze vsechny dohromady vazi 270 kg a ze kazda z nich vazi nejvyse 7 kg. Rlizné bedny
mohou byt rtzné tézké a jejich hmotnosti nemusi byt cela c¢isla. Mame k dispozici
voziky s nosnosti 30 kg. Kazdou bednu musime nalozit na néjaky vozik a celkem
chceme vozikil pouzit co nejméné.

a) Dokazte, Ze pro nékteré sady beden nam 10 voziki nebude stacit.
b) Dokazte, ze 12 voziki k prevozu jisté staci.
¢) Rozhodnéte, zda k prevozu jisté staci 11 voziku.

Soutézici ma na vypracovani uloh 3 hodiny ¢istého Casu; pripadné do-
tazy k textu zaddni mohou byt zodpovézeny v prvnich 20 minutéch.
Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat 6 bodi; hodnoti se pritom nejen
spravnost vysledku, ale i logickd bezchybnost a iplnost sepsaného po-
stupu, vysledky vsech potiebnych pisemnych nebo pamétnych vypocta
musi byt zaznamenény. Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci potieby.
Knihy, kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky do-
voleny nejsou.
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1. Pro kaZdé kladné celé ¢islo n = 1 wvaime n-mistné cislo
987654321987654321987 . . .

(Tedy napr. pro n = 3 wvazujeme cislo 987.) Je nékteré z téchto cisel prvocislo? Svou
odpovéd zduvodnéte.

RESENI. Ukazeme, Ze vSechna ¢isla jsou sloZend a zadné z nich tak prvoéislem nend.
Rozebereme tii pripady podle posledni ¢islice.

e Pokud ¢islo konéi jednou z ¢islic 2, 4, 6, 8, pak je délitelné dvéma (a je vétsi nez 2),
takze to jisté neni prvocislo.

e Podobné pokud c¢islo konéi ¢islici 5, pak je délitelné péti (a je vétsi nez 5), takze neni
prvocislo.

e Zbyla ¢isla kondi jednou z ¢islic 1, 3, 7, 9 (a jsou vétsi nez 3). Ukézeme, ze vSechna
jsou délitelna tfemi. K tomu pouZijeme znamé kritérium délitelnosti: Cislo je délitelné
tremi pravée tehdy, kdyz je jeho ciferny soucet délitelny tremi.

Cisla 9, 987, 9876543 a 987654321 maji ciferny soucet délitelny tfemi (po fadé
9=23-3,24=3-8,42 = 3-14 a 45 = 3-15), takZe jsou sama délitelnd tFemi. A jelikoz
987654321 ma ciferny soucet délitelny tfemi, budou mit i vSechna ,delsi* ¢isla ciferny
soucet délitelny tremi — libovolné cislo tvorené nejdrive k£ bloky 987654321 a nasledné
jednim z blokl 9, 987, 9876543 nebo 987654321 bude mit totiz ciferny soucet rovny
45k + 9, 45k + 24, 45k + 42 nebo 45k + 45, coz jsou vSechno cisla délitelna tremi.

P0ozNAMKA. Na kli¢ové tvrzeni, Ze kazdé z uvazovanych ¢isel je délitelné dvéma, tiemi
nebo péti, lze prijit zkousenim malych pripadia. Plati

9=3.3, 08=2-7% 987 =3.7-47, 9876 =22.3.823, 98765 =5-19753,
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2. Rovnoramenny lichobéznik ABCD se zikladnami splnujicimi |AB| > |CD| md
vepsanou kruznici. Dokazte, Ze osa uhlu u vrcholu C déli lichobézinik na dvée cdsti
o stejném obsahu.

RESENI. Ozna¢me I stfed kruznice vepsané a M, N po fadé stiedy zékladen AB,
CD. Jelikoz lichobéznik je rovnoramenny, ma osu soumérnosti o a body M, I, N na této
ose vSechny lezi (obrazek vlevo). Navic plati, Ze bod [ je stfedem tsecky M N — body M
a N jsou totiz body dotyku vepsané kruznice se zakladnami, takze asecky IM a IN jsou
obé poloméry této kruznice.

Vsimnéme si, ze bod [ lezi i na ose tthlu u vrcholu C' — tato osa je totizZ mnozinou
vsech bodi (konvexniho) ihlu BC' D, které maji stejnou vzdalenost od ramen C'B a CD,
coz stied kruznice vepsané [ jisté spliuje.

1O
D N C
I
A VR B A D M B

Oznacme konecné P prisecik primky CT se zakladnou AB (obrazek vpravo). Nasim
ukolem je ukazat, Ze obsah trojihelniku PBC' je roven poloviné obsahu lichobézniku
ABCD. Zamérme se na pravouhlé trojuhelniky CNI a PM1I. Ty jsou shodné podle véty
usu, jelikoz kromé pravych uhla a shodnych odvésen NI a MI maji i shodné vrcholové
uhly CIN a PIM. Maji proto stejné obsahy. Vyménou Spy; za Sony v Sppe tak
dostaneme pozadované

Spec = Spur + Siuse = Sent + Sivuse = Senmp = S4B,
kde posledni rovnost plati, jelikoz osa soumérnosti déli lichobéznik na dvé ¢asti stejného
obsahu.

P0OzZNAMKA. Jakmile si rozmyslime, ze I je stfed tsecky MN a CI je osa thlu
u vrcholu C lze Teseni dokonc¢it i nasledovné. Oznaéme Cy a Dy paty kolmic po radé
z boda C a D na zdkladnu AB. Useéky CCy a DDqy déli lichobéznik na tii ¢asti: dva
shodné trojihelniky ADDy, BCCy (na obrazku modie) a obdélnik DyCoCD. Jelikoz
bod I je stfedem tohoto obdélniku, prochézi ptimka C'I bodem Dy. Ptimka C'I tak puli
obdélnik DyCyC'D a navic na kazdé jeji strané lezi jeden ze dvou shodnych trojihelnikt
ADDy, BCCy. Ptimka C'I proto pili i obsah lichobézniku ABC'D.

D C
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JINE RESENI. V tomto Teseni vyjadifme obsahy obou ¢asti pomoci délek stran
lichobézniku a jeho vysky. Pozadovana rovnost pak vyplyne ze znamého tvrzeni, které
iikd, ze ve ctyrthelniku s vepsanou kruznici (tzv. tecnovém ctyrihelniku) jsou souéty
délek protilehlych stran shodné (diikaz je naznaceny na obrézku vlevo). Oznacme délky
stran standardné |AB| = a, |BC| = |DA| = b, |CD| = ¢. V nasem pripadé tedy plati
a4+ c=2b.

Ozna¢me P prusecik osy tthlu u vrcholu C' se zdkladnou AB (obrézek vpravo). Jelikoz
CP je osa thlu u vrcholu C| plati | PCB| = | PCD)|. Jelikoz zakladny AB a C'D jsou
rovnobézné, pro stiidavé thly plati | PCD| = |<CPB|. Trojihelnik BC'P méa proto
shodné dhly u vrcholi P a C| takze je rovnoramenny. Odtud mame |PB| = |BC| = b
a |[AP| =a —b.

A a—b P b B

Obsah trojihelniku PBC a lichobézniku APC'D vyjadiime pomoci spolecné vysky h.
Plati
Sch=%-|PB|-h:%-b-h

Sapcp =% - (JAP|+|CD|)-h=1(a—b+c) - h.

K dokonceni dikazu tak staci ukazat, ze plati b = a — b+ ¢ neboli 2b = a + ¢, coz je ono
znamé tvrzeni ze zacatku reseni.
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3. Krdlovna si predvolala své dva kouzelniky a dala jim nasledugjici ikol. Proni kouzelnik
ma vybrat 7 navzdjem riznych kladnich celych cisel se souctem 100 a poseptat je
kralovné. Kralovna pak druhému kouzelnikovi rekne cturté mejvétsi z téchto cisel.
Druhy kouzelnik musi prijit na to, kterych sedm cisel proni kouzelnik vybral, jinak
kralovna oba kouzelniky popravi.

Mize proni kouzelnik vybrat takovych 7 cisel, Ze kdyz se druhy kouzelnik dozvi jen
cturté nejvétsi z nich, bude schopen jednoznacne urcit vsech sedm cisel, kterd pruni
kouzelnik vybral? Svou odpovéd zdivodneéte.

RESENI. UkéZeme, 7e kouzelnici mohou tikol splnit. Prvni kouzelnik musi vybrat
takovych 7 rtiznych ¢isel se souc¢tem 100, ze ze znalosti jen toho ¢tvrtého nejvétsiho z nich
uz bude druhy kouzelnik jednoznac¢né schopen uréit celou sedmici. Vyplati se premyslet
nad sedmicemi ¢isel, ve kterych je Sest neprozrazenych cisel bud hodné malych, nebo
hodné velkych.

Ukézeme, ze vyhovuje sedmice ¢isel {1,2,3,22,23,24,25}, kterd méa pozadovany
soucet 1 + 2 + 3 + 22 4+ 23 + 24 + 25 = 100. Pokud prvni kouzelnik kralovné posepta
tuto sedmici, kralovna druhému kouzelnikovi fekne ¢islo 22. Jelikoz druhy kouzelnik vi,
ze 22 je ¢tvrté nejveétsi ¢islo v sedmici, muze dale uvazovat nasledovneé:

o TTi ¢isla vétsi nez 22 jsou navzajem riiznd, museji proto mit soucet alespon 23 424 +
+ 25 = 72. Pritom jedind trojice ¢isel vétsich nez 22 se soucet rovnym 72 je pravé
trojice {23, 24, 25}.

e TTi ¢isla mensi nez 22 jsou kladna a navzdjem riizné, museji proto mit soucet alespon
142+ 3 = 6. Pritom jedina trojice ¢isel mensich nez 22 se soucet rovnym 6 je prave
trojice {1, 2, 3}.

e Spolu s prozrazenym c¢islem 22 je soucet celé sedmice alespon 72 + 6 + 22 = 100. Tri
velka cisla tedy museji byt pfesné 23, 24, 25 a tii maléd ¢isla museji byt presné 1, 2,
3 (jinak by soucet celé sedmice byl vétsi nez 100). Jedind moznd sedmice je tedy v
tomto pripadé sedmice {1, 2, 3,22,23,24,25}.
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4. Mdme najednou prevézt nékolik beden z mista A na misto B. O bedndch vime jen to,
ze vsechny dohromady vazi 270 kg a Ze kazdd z nich vazi nejvyse 7 kg. Rizné bedny
mohou byt ruzne tézké a jejich hmotnosti nemusi byt celd cisla. Mdme k dispozici
voziky s nosnosti 30 kg. KazZdou bednu musime naloZit na néjaky vozik a celkem
checeme voziki pouzit co nejméne.

a) Dokazte, Ze pro nékteré sady beden ndm 10 voziki nebude stacit.
b) Dokazte, Ze 12 voziki k prevozu jisté staci.
c) Rozhodnéte, zda k prevozu jisté staci 11 voziki.

RESENT. T¥i ¢ésti vyfesime zv1ast.

a) V principu je na 10 vozicich misto az na 10 - 30 = 300 kg nakladu, coz je o dost
vice nez celkovd hmotnost vSech beden. Snazime se tedy prijit na takovou sadu beden,
pro kterou pfi libovolném nakladani zbyde na vozicich nutné hodné nevyuzitého mista.

Predstavme si sadu beden, kterda mimo jiné obsahuje 41 ,tézkych* beden o hmotnosti
6,01 kg (zbyvajici hmotnost 270 — 41 - 6,01 = 23,59 kg muze byt do beden rozdélena
jakkoliv, napriklad jako 10 beden, kazdd o hmotnosti 2,359 kg). Pak se na kazdy vozik
vejdou nejvyse 4 tézké bedny (protoze 5 - 6,01 > 30), takze na 10 vozicich prepravime
nejvyse 40 tézkych beden. Alespon jednu tézkou bednu proto prepravit nezvladneme,
takze 10 vozikl skutecné stacit nemusi.

P0zZNAMKA. Podobné lze argumentovat pro sady beden, které zahrnuji alespon 51
beden o homotnosti alespon 5 + ¢, kde € > 0 je dostatecné malé.

b) Nejdriv popiseme postup, jak libovolnou sadu beden nalozit na 12 voziku. Bedny
budeme postupné naklddat na prvni vozik, dokud se tam vejdou. Jakmile by pridani
dalsi bedny presahlo nosnost voziku, cely vozik prohlasime za hotovy a budeme podobné
pokracovat v nakladéni na dalsi vozik (jako prvni tam tedy umistime bednu, kterd se na
prvni vozik nevesla).

Ted musime zdtvodnit, ze takto popsany postup skuteéné funguje, tedy ze jeho vy-
konédnim nalozime cely naklad dfiv nez prohlasime za hotovy dvanacty vozik. Uvédomme
si, ze na prvni vozik takto jisté nalozime vice nez 30 — 7 = 23 kg nakladu — pokud jsme
na né¢j dosud nalozili nejvyse 23 kg, jisté se na néj vejde jesté alespon jedna dalsi bedna.
Podobné nalozime alespon 23 kg na kazdy dalsi vozik, nez jsme donuceni ho prohlasit
za hotovy. Celkem tak na 12 vozikt nalozime alespon 12 - 23 = 276 kg nakladu, nez ten
posledni prohlasime za hotovy. Jelikoz 276 kg je vice nez 270 kg, bude 12 vozika vzdy
stacit.

c¢) Ukdzeme, ze staci dokonce i 11 voziki. Tentokrat budeme bedny na voziky nakladat
divtipnéji.

Podobné jako v ¢asti b) budeme bedny postupné naklddat na prvni vozik, dokud se
tam vejdou. Jakmile by pridani dalsi bedny presahlo nosnost voziku, bednu si odlozime
stranou vedle voziku (trik!) a budeme pokracovat v nakladéni dalsiho voziku dalsimi
bednami. Takto nalozime prvnich 8 z 11 voziki a dame si prestavku. Shrime si, jak na
tom jsme:

e Zatim jsme nalozili 8 voziki, takze 11 — 8 = 3 voziky jsou zatim prazdné.
e U kazdého z 8 voziki mame jednu ,,odlozenou“ bednu, kterou stale musime nékam
nalozit.
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e Kromé toho mame jesté dalsi ,,zbyvajici“ bedny, kterych jsme se zatim nedotkli.

Uvédomme si, ze 8 odlozenych beden jisté mtuzeme nalozit na dva ze zbyvajicich tii
vozikii — kazdd z nich ma totiz hmotnost nejvyse 7 kg, takze na devaty vozik mizeme
dat prvni ¢tyri z nich (4 -7 = 28 < 30) a na desaty vozik zbylé ¢tyfi.

Zbyva ukazat, ze vSechny zbyvajici bedny se vejdou na posledni, jedenacty vozik.
Jakou celkovou hmotnost maji vSechny zbyvajici bedny? Ke kazdému z prvnich osmi
vozikl jsme priradili bedny o hmotnosti vétsi nez 30 kg — vSechny bedny az na jednu
jsme na néj totiz nalozili a ta posledni se na néj uz nevesla, takze spolu s témi nalozenymi
musela vazit vice nez 30 kg. Zbyvajici bedny tak maji celkovou hmotnost nejvyse
270 — 8 - 30 = 30 kg. Vejdou se tedy na jedendacty vozik.



