74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Ulohy krajského kola kategorie B

. V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

2?4y 4+ 22 —day —22+1=0,
yQ—xy—2y+2:C:0.

. Urcete vSechna prirozend c¢isla n s nasledujici vlastnosti: Pravidelny
Sestitthelnik se stranou délky n lze rozrezat na utvary jako na obrazku
slozené ze ¢tyTt rovnostrannych trojihelniki se stranou délky 1.

. Necht I je sttedem kruznice vepsané trojihelniku ABC. Obraz kruznice k opsané
trojuhelniku BIC v osové soumérnosti podle primky BC' protne usecky AB a AC po
fadé v bodech D # B a E # C. Predpoklddejme, zZe se tisecky BE a C'D protinaji
na kruznici k. Urcete vSsechny mozné velikosti ithlu BAC'

. Najdéte vSechna prirozena cisla n takova, ze ¢isla

1

1
n n + 232

maji nekonecéné desetinné rozvoje, které se shoduji od nékterého mista stejného pro
obé cisla.

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 1. dubna 2025

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby souté-
zici méli na reseni tloh 4 hodiny cistého casu; pripadné dotazy
k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich 20 minutach.
Za kazdou tilohu muze soutézici ziskat 6 bodii; hodnoti se pri-
tom nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a upl-
nost sepsan¢ho postupu, vysledky vsech potiebnych pisemnych
nebo pamétnych vypocti musi byt zaznamenany. Bodova hra-
nice k urceni tspésnych rtesiteli bude stanovena centralné po
vyhodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vsech kraji. Povo-
lené pomucky jsou psaci a rysovaci potreby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim sou-
téze.



74. ROCNIK MO (2024/2025) ITI. KOLO KATEGORIE B

1. V oboru redlnijch cisel reste soustavu rovnic

2?4y + 22 —day —22+1=0,
v —ay —2y+22=0.

(Méria Doméanyova)

RESEN{. Druhou rovnici upravime na tvar y(y — z) — 2(y — ) = 0 a vytknutim
spoleénych ¢initelt dostaneme (y — x)(y — 2) = 0. Proto y =  nebo y = 2.
Pokud y = x, pak dosazenim do prvni rovnice obdrzime po upravach

2?4+ 42 + 22 —42? — 2241 =0,
2?4+ 22 —-2241=0,
24+ (z—-1)2=0.
Soucet druhych mocnin redlnych cisel na levé strané posledni rovnice je nulovy, pravé

kdyz x = 0 a z = 1. Ziskdme tak feseni (x,y, z) = (0,0, 1).
Pokud y = 2, pak obdobné dostavame

2+ 16+22 -8 —22+1=0,

22 —8r+164+22—224+1=0,
(z—4)+(z-1)*=0,

coz plati, pravé kdyz © = 4 a z = 1. Tim ziskdme dalsi feSeni (z,vy, 2) = (4,2, 1).
Zdvér. Dand soustava rovnic ma v oboru redlnych ¢éisel dvé feseni (z,y, z) = (0,0,1)

a (zr,y,z) = (4,2,1). Zkouskou snadno ovérime, ze obé vyhovuji.

JINE RESENI. Soustavu ekvivalentné upravime na

(x —2y)*+ (2 —1)? =0,
(y—)(y—2)=0.

Prvni rovnost plati, pravé kdyz x = 2y a z = 1. Druha rovnost plati, pravé kdyz
y = x nebo y = 2. Diskusi obou ptipadi obdrzime dvé feseni (x,y,z) = (0,0,1)
a(z,y,z)=(4,2,1).

JINE RESEN{. Z druhé rovnice vyjadifme z (fesime linedrni rovnici s nezndmou x
a parametrem y)
Y —ay — 2y + 22 =0,

yly = 2) = 2y - 2),

z Cehoz za predpokladu y # 2 dostaneme z = y. Pro y = 2 tak mame 0 = 0, coz spliuje
libovolné redlné x. Proto druhd rovnice plati pravé pro = y nebo y = 2.*

* K témuz zévéru lze dojit i vyfeSenim druhé rovnice soustavy jako kvadratické rovnice s nezndmou y
a parametrem x.
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Pokud y = x, pak prvni rovnici fesime jako kvadratickou s neznamou x:

2?4422+ 22 42 —224+1=0,

x2:—22+22—1,

2t = —(z -1~

Leva strana posledni rovnice je nezdporna. M4 tak feseni, je-li viraz —(z—1)? nezaporny.
To nastane pouze pro z = 1, kdy dostaneme 22 = 0, tedy x = 0. Ziskdme tak FeSeni
(x,y,2) = (0,0,1).

Pokud y = 2, dosadime do prvni rovnice a fesime ji jako kvadratickou s neznamou x

2416422 -8 —224+1=0,
22 —8r+22—224+17=0.

Jeji diskriminant
64 —4(2* — 22 +17) = —42> + 82 — 4 = —4(z — 1)?

je nezaporny pouze v pripadé z = 1 a pro tuto hodnotu existuje jediny koren x = 4. Tak
ziskdme druhé feseni (x,y,2) = (4,2,1). Zkouskou spravnosti snadno ovéfime, Ze obé
feseni vyhovuji.

PozZNAMKA. Reseni lze zformulovat i jako Tetézec ekvivalenci, ¢imz se lze vyhnout
nutnosti provést na konci zkousku spravnosti. Vzhledem k délce feseni je jednodussi
provést zkousku nez peclivé kontrolovat kazdou tvahu.

Za uplné reseni udélte 6 bodu. V neuplnych resenich ohodnofte kroky z vyse popsanych postupt
nasledovné:
Al. Dukaz, ze z druhé rovnice vyplyva ,x = y nebo y = 2*: 2 body
A2. Dikaz, ze z prvni rovnice vyplyva ,x =2y a z = 1“: 3 body
A3. Vyteseni prvni rovnice v jednom z pripadu z =y, y = 2: 2 body
A4. Uvedeni obou feSeni spolu se zdivodnénim, Ze obé vyhovuji (at zkouskou ¢i pouzitim ekvivalentnich
uprav): 1 bod
Celkové pak za netplnd feseni udélte Al + max(A2, A3) + A4 bodi. Bod za chybéjici zkousku
spravnosti strhnéte jen v pripadé, pokud fesitel pouziva neekvivalentni tipravy rovnic nebo pokud néktera
z jeho tivah ve tvaru implikace nelze nahradit ekvivalenci.
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2. Urcete vsechna prirozend cisla n s ndsledujici vlastnosti: Pravidelny Sesti-
whelnik se stranou délky n lze rozrezat na tvary jako na obrdzku sloZené
ze Cctyr rovnostrannych trojuhelnikiu se stranou délky 1.
(Anastasia Bredichina)

RESENI. Pravidelny Sestitihelnik se stranou n lze rozdélit na 6 rovnostrannych troj-
thelniku (jako na obrazku 1 pro n = 4) se stranou délky n. Kazdy z téchto velkych
trojuhelniki obsahuje

2n—1)+2n—=3)+---+5+3+1=n?

rovnostrannych trojuhelniku se stranou délky 1 (podle vztahu odvozeného v nédvodné
tiloze N3 ke 3. tiloze doméaciho kola). Sestitihelnik se tak sklddé z 6n® rovnostrannych
trojihelnikii se stranou délky 1.* Aby se dal pokryt ttvary ze zaddni, musi platit 4 | 6n2,
proto n je nutné sudé.
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Pro sudé n, tedy n = 2k pro néjaké celé cislo k, dokazeme matematickou indukci,
ze Sestitthelnik lze roziezat podle zadéni. Roziezani v piipadé k = 1 (tedy n = 2) vidite
na obrazku 2 vlevo. Predpokladejme, Ze pro néjaké celé ¢islo k 1ze rozirezat Sestitihelnik
se stranou délky 2k. Sestitthelnik se stranou délky 2k + 2 délime nésledovné. Nejprve
vyTizneme jako na obrazku 2 vpravo stfedni Sestitthelnik se stranou délky 2k, ktery
rozirezeme podle indukéniho predpokladu. Zbyly okraj rozdélime na Sest nekonvexnich
Sestitthelniki se stranami délek 1 a 2k + 1. Kazdy z nich lze rozrezat na 2k + 1 zadanych
utvarti. Takto jsme dostali hledané rozrezani Sestitthelniku se stranou 2k + 2, ¢imz je dle
principu matematické indukce ditkaz ukoncen.

Zaver. Zadani vyhovuji vSechna suda ¢isla n a zadna jina.

Obr. 2

* Tyz vysledek miuzeme ziskat, pokud si uvédomime, Ze Sestitithelnik lze rovnéz rozdélit na tii kosoétverce
se stranou délky n, kazdy z nich se skldda z n fad po 2n trojihelnicich se stranou délky 1.

4
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POZNAMKA. V prvni éasti feSeni mtzeme vyloucit lichd ¢isla n i na zdkladé obsahu
vypocitanych béznymi vztahy. Obsah rovnostranného trojihelniku se stranou a je %\/3 -a’.
Proto obsah ttvaru je v/3 a obsah Sestithelniku je 6 - }1\/3 -n2. Jejich podil %nQ musi byt
celé cislo.

Rozrezani pro n = 4 ziskané uvedenym postupem je na obrazku 3.

Obr. 3

Lze ukézat, ze popsany zpusob fezani je v zasadé jediny. Existuji tii zpusoby odriznuti
dilku v rohu Sestitthelniku. Jeden z nich vede ke sporu a zbylé dva vedou k postupnému
odriznuti dilkt podél obvodu Sestitthelniku bud ve sméru, nebo proti sméru hodinovych
rucicek, ¢imz ve stfedu zlistane Sestitthelnik se stranou o 2 kratsi. VSech moznych roztezani
Sestitthelniku se stranou 2k je proto 2¥.

Za uplné teseni udélte 6 bodu. V nelplnych feSenich ohodnotte kroky z vySe popsaného postupu
nasledovné:
Al. Dtikaz, ze cely Sestitihelnik se skldda ze 6n? jednotkovych trojihelniki, resp. analogické vyjiddieni
obsahu Sestithelniku: 1 bod
A2. Dukaz, ze pro liché n nelze Sestitihelnik roziezat: 2 body
B1. Priklad rozdéleni Sestitthelniku se stranou n = 2: 1 bod
B2. Piiklad rozdéleni Sestitthelniku se stranou konkrétni délky n > 4: 2 body
B3. Dikaz, ze pro kazdé sudé n lze Sestithelnik rozrezat podle zadani: 4 body
Celkové pak za netplnd Feseni udélte max(Al, A2) + max(B1, B2, B3) bodi.
V dikazu B3 nestaci uvést priklady pro nékolik konkrétnich n, je tfeba i obecny popis. Neni nutné
zminovat matematickou indukci, sta¢i neformélni popis iterace/rekurze.
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3. Necht I je stredem kruznice vepsané trojihelniku ABC. Obraz kruznice k opsané
trojuhelniku BIC v osové soumernosti podle primky BC protne usecky AB a AC' po
radé v bodech D # B a E # C. Predpoklddejme, Ze se usecky BE a C'D protinaji na
kruznici k. Urcete vSechny mozné velikosti ihlu BAC.

(Anastasia Bredichina, Patrik Bak)

RESENI. Necht P je prisecik tseéek BE a CD. Podle véty o obvodovém thlu lezi
bod P na kruznici k, pravé kdyz plati |- BPC| = | BIC|. Velikosti obou hli vyjadiime
pomoci velikosti hli trojihelniku ABC' (oznacenych standardnim zptsobem).

Pro velikosti ihld v trojuhelniku BIC' plati
|4 BIC| = 180° — |[4CBI| — |[¥1CB| = 180° — 43 — 7 = 90° + 1a.

Obraz kruznice k v osové soumérnosti podle piimky BC' oznacéime k' a obraz bodu I
ozna¢ime I'. Z osové soumérnosti plati |[<BIC| = |<BI'C|. Podle zadani na kruznici &’
lezi i body D, E, ale lezi v opacné poloroviné urcené piimkou BC' jako bod I'. Z véty
o obvodovém thlu ziskdme

|<BDC| = |4BEC| = 180° — |9BI'C| = 180° — |9 BIC| = 90° — 1«

Pro vedlejsi dhly plati [<PDA| = 180° — |xBDC| = 90° 4+ 1o a analogicky |SPEA| =
= 90° + ja. Ze shodnosti vrcholovych hli ziskéme < BPC| = |[<EPD|. Velikost thlu
EPD urcime ze ¢tyituhelniku ADPE

|<BPC|=|4EPD| =360° — (| XDAE| + |[XAEP| + |<ADP|) =
= 360° — (a4 90° 4 3 + 90° + Fa) = 180° — 20,

6
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Jelikoz body P a [ lezi ve stejné poloroviné urcené primkou BC', bod P lezi na kruznici k,
prave kdyz | < BPC| = |<BIC|, neboli

|<BPC| =180° — 2a = 90° + Lo = |9 BIC],
3o =90°

o = 36°.

Jedind mozna velikost ithlu BAC' je tak 36°.

PozZNAMKA. Vztah [ BDC| = 90° — 1o Ize odvodit i ndsledovné: Uhly BIC a BDC
jsou obvodovymi tihly shodnych kruznic (k a k') nad spole¢nou tétivou BC, pticemz tihel
BIC je tupy a prislusi tak kratsimu oblouku a thel BDC' pfislusi z osové symetrie tomu
delsimu. Proto |[<BDC| = 180° — | BIC|.

Za uplné teseni udélte 6 bodu. V netuplnych fesenich ohodnotte kroky z vysSe popsaného postupu
nésledovné:
A1l. Uvedenf vztahu [ BIC| = 90° + La (absenci jeho odvozeni tolerujte): 1 bod
A2. Odvozeni vztahu |<LBDC| = 180° — |<LBIC|: 1 bod
A3. Odvozeni vztahu |LBIC| = |<LBPC|: 1 bod
A4. Sestaveni rovnice, ze které lze urcit |[LBAC|: 2 body
A5. Uvedeni spravného vysledku (i kdyZ je jen uhodnuty): 1 bod

Celkove pak za netplné feseni udélte A1l + A2 + A3 + A4 + A5 bodia. Body za Al, A2 a A3 udélte
i v pripadé, kdy nejsou v Tfeseni explicitné zminény, ale primo vyplyvaji z vyjadreni velikosti Ghlu, resp.
kdyz je v feSeni odvozen ekvivalentni vztah.

Tolerujte, pokud v feseni neni ovéreno, ze hodnota o = 36° je dosazitelnd, tedy ze pro ni
existuje trojihelnik vyhovujici zaddni. (V FeSen{ jsme to ukdzali peclivou formulaci vSech dvah pomoci
ekvivalenci.)
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4. Najdéte vsechna prirozend cisla n takovd, Ze cisla

1 1
— a —_—
n n + 232

maji nekonecné desetinné rozvoje, které se shoduji od nékterého mista stejného pro
obé cisla. (Jan Mazék, Josef Tkadlec)

RESENI. Pro zacatek si uvédomme, 7e zlomek ma nekoneény desetinny rozvoj, prave
kdyz jmenovatel jeho vyjadieni v zakladnim tvaru je délitelny prvocislem riznym od
2 a 5.* Zapisy ¢isel 1/n a 1/(n + 23?) se od néjakého mista shoduji, proto jejich rozdil

1 1 232

n n+232  n(n+232)

méa konecny desetinny rozvoj. To nastane, pravé kdyz v prvociselném rozkladu jmenova-
tele zakladniho tvaru tohoto rozdilu budou jen mocniny prvocisel 2 a 5. Pri upravé na
zakladni tvar se tedy vSechna ostatni prvocisla musi zkratit. Jelikoz jmenovatel je déli-
telny n, je délitelny i kazdym prvocislem, které déli n. Vime pfitom, ze 1/n ma nekoneény
rozvoj, proto néjaké prvocislo rizné od 2 a 5 déli n. Oznac¢me p libovolné z téchto prvo-
¢isel. Jelikoz p se ve zkoumaném zlomku zkrati, musi délit i ¢itatele, ¢ili 232, proto nutné
p = 23. Zaroven 232 uz nemtize délit n: pokud by jej délilo, pak by se v rozkladu jmeno-
vatele zkoumaného zlomku na prvoéisla vyskytovalo 234 (jelikoz by platilo 232 | n + 232),
coz by neslo tGplné zkratit. Proto n = 23 - 2% - 5° pro néjaka nezaporn celd &sla a, b.
Po dosazeni tohoto rozkladu a kraceni dostaneme
232 232 1

n(n+232)  23-20.50(23 .20 .50+ 232)  20.50(20 . 5b 4 23)°

Jelikoz se jednd o zlomek v zdkladnim tvaru, jeho jmenovatel mize obsahovat ve svém
prvociselném rozkladu jen prvocisla 2 a 5. Proto pro néjaka nezaporna cela cisla ¢, d plati

2. 5% 4+ 23 =2¢. 5.

Jelikoz 23 neni délitelné dvéma, jedno z ¢isel a, ¢ je 0. Z podobné tivahy o délitelnosti péti
je opét jedno z ¢isel b, d rovno 0. Pripad ¢ = d = 0 nemiuze nastat, protoze leva strana je
vétsi nez 1. Rovnéz a = b = 0 nemuze platit, protoze 1 + 23 = 24, coz je délitelné tremi.
Zbyvaji nam tak dva pripady: a =d = 0 a b = ¢ = 0, pficemz zbyvajici dvé neznamé jsou
kladné.

(i) Necht b = ¢ = 0. Hleddme tedy kladna celd ¢isla a, d spliujici

20 4 23 = 59,

Pro a = 1 dostaneme (jediné) feseni d = 2, ¢emuz odpovida n = 23 - 2 = 46. Pokud
a 2 2, pak leva strana rovnice dava po déleni ¢tyrmi zbytek 3. Pravd strana dava po

* Dikaz tvrzeni o nekoneéném rozvoji nevyzadujeme. D4 se udélat napiiklad na zdkladé pozorovani, ze
kladné ¢islo x ma konecny desetinny rozvoj pravé tehdy, kdyz existuji kladna celd cisla a a b takova, ze
x - 10% = b (viz také ndvodnou tlohu N4 k tloze 4 doméciho kola).

8



74. ROCNIK MO (2024/2025) ITI. KOLO KATEGORIE B

déleni ¢tyfmi stejny zbytek jako 1%, tedy zbytek 1. JelikoZ strany rovnice davaji riizné
zbytky po déleni ¢tyfmi, tak dalsi feseni v tomto pripadé neexistuje.
(i) Necht a = d = 0. Ukdzeme, ze rovnice

50 423 = 2°

nema v kladnych celych ¢islech feseni. Urcime, které zbytky po déleni 15 miizeme na
strandch rovnice dostat. Mocniny 2¢ pro ¢ € {1,2,3,4,5} davaji po fadé zbytky 2, 4,
8, 1 a opét 2. Kazdy dalsi zbytek ziskdme vynésobenim predchoziho zbytku dvéma
a pripadnym odec¢tenim nasobku 15. Opakuje-li se zbytek 2, tak zbytky dalsich mocnin
se opakuji v poradi 2, 4, 8, 1. Analogicky na levé strané zjistime, ze 5¢ ma zbytek 5
nebo 10. Tedy zbytek levé strany je 13 nebo 3. Zbytky levé a pravé strany po déleni
15 jsou rizné, takze tato rovnice opravdu nema reseni.

Jedinym feSenim je tak ¢islo n = 46. Tehdy je rozdil zlomku ze zadéni 1/50 = 0,02,

coz méa konecény desetinny rozvoj.

POzZNAMKA 1. Pfi diikazu, Ze rovnice 5° + 23 = 2¢ nemd feeni v kladnych celych
¢islech, 1ze analogicky vyuzit i zbytky po déleni jinym ¢islem. Kromé cisla 15 vyhovuji
napiiklad i 31, 39, 63, 69 nebo jejich ndsobky. Pokud vyuZzijeme, Ze 2¢ 2 5, tedy ¢ = 5,
tak pro dokonceni feseni vyhovuje i 24.

Uvahu o délitelnosti 15 lze nahradit dvahami o delitelnosti 5 a 3. Hledané ¢ musi
spliiovat podminku 5 | 2¢ — 23 a postupnym provéfrenim ¢ € {1,2,3,4,5} zjistime, Ze
jedind moznost je ¢ = 4k + 3 pro nezaporné celé k (déle se zbytky periodicky opakuji).
Po dosazeni do zkoumané rovnice tak mame 5° + 23 = 16* - 8. Kdyz se na tuto rovnost
podivame z hlediska zbytku po déleni tfemi, vidime, ze 16¥ dava vzdy zbytek 1, proto
prava strana dava zbytek 2. Jenze i 23 déava zbytek 2, proto by 5° muselo byt délitelné
tfemi, a to pro zadné b neni.

Presné desetinné zapisy nalezenych zlomku jsou 1/46 = 0,021739130434782608695652
a 1/575 = 0,001739130434782608695652 (obé periody maji délku 22).

PozNAMKA 2. Uvedeme jesté jeden zptisob, jak dokazat, Ze rovnice 5°+23 = 2¢ nemé
v kladnych celych ¢islech feSeni. JelikoZ je leva strana vétsi nez 23, tak ¢ = 5. Rovnici
upravime na

50— 1=2°— 24, (1)
40 52 454 1) =8(297% - 3).

Prava strana je délitelna 8, proto ¢islo v zavorce na levé strané je sudé. Jelikoz je souctem
b lichych ¢isel, je b sudé. Obé strany rovnice (1) rozlozime na

(52 —1)(5%% +1) = 8(2¢73 — 3).

Ze ti{ po sobé jdoucich celych &isel 52 —1, 5%/2 a 5°/2 41 je jedno délitelné t¥emi, pricems
¢islo 52 to zfejmé neni. Proto je leva strana rovnice (1) délitelnd tiemi. AvSak jeji prava
strana tfemi délitelnd neni, protoze 3 nedéli 2¢73.

Za uplné reseni udélte 6 bodu. V nelplnych feSenich ohodnotte kroky z vySe popsaného postupu
nasledovné:
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Al.

A2.
A3.
A4.

B1.
B2.
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Vyjadreni rozdilu zlomk ze zadani v podobé jednoho zlomku a konstatovani, ze musi mit konecny
desetinny rozvoj: 1 bod

Dtkaz, ze n je délitelné 23: 1 bod

Diikaz, Ze hledané n musi byt tvaru 23 - 2% - 5°: 2 body

Redukce na rovnici 2% - 5° 4 23 = 2¢ - 5¢ a zdfivodnéni, Ze ji staéi fesit proa =d=0ab=c=0: 3
body

Diikaz, Ze rovnice 2% + 23 = 5¢ m4 jediné feSeni (a,d) = (1,2) (kterému odpovidd n = 46): 1 bod
Diikaz, 7e rovnice 5° + 23 = 2¢ nemé Feseni v kladnych celych &islech: 2 body

Celkové pak za netplnd feSeni udélte max(Al, A2, A3, A4) + B1 + B2 bodi.

Tvrzeni o pocitani zbytkt neni treba dokazovat, véetné znamého faktu, ze zbytky mocnin po déleni

tymz ¢islem se opakuji. Je tedy v poradku, pokud resitel bez podrobnéjsiho zdivodnéni napise napriklad:
,2Mocniny ¢isla 2 dévaji po déleni ¢islem 15 jen zbytky 2, 4, 8, 1.“
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