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l1l. kolo kategorie Z9

Z79-111-1

Do divadla dorazili divéaci bud pésky, nebo auty, nebo autobusy. Divékt, ktefi dorazili
autobusy, bylo vice nez 150. Autobust bylo Sest a v kazdém bylo stejné mnozstvi divaki.
Divéak, ktefi dorazili pésky nebo auty, bylo o 35 % méné nez téch, ktefi dorazili autobusy.
Vsech divak bylo nejvyse 400.

Kolik presné divakt bylo v divadle? Urcete vSechny moznosti. (E. Novotnd)

MozZné reseni. Pro zjednoduseni budeme o divacich, kteri dorazili autobusy, mluvit jako
o prvni skupiné a o divacich, ktefi dorazili pésky nebo auty, jako o druhé skupiné.

Prvni skupina dorazila v Sesti stejné obsazenych autobusech. Tedy pocet lidi v prvni
skupiné byl nasobkem Sesti. Ve druhé skupiné bylo o 35% méné lidi nez v prvni neboli
pomér velikosti druhé a prvni skupiny byl 65 % = %. Tento zlomek v zakladnim tvaru je
%, tedy pocet lidi v prvni skupiné byl nasobkem dvaceti.

Dohromady pocet divakt v prvni skupiné byl nasobkem Sesti a soucasné dvaceti.
Nejmensi spolecny nasobek téchto dvou cisel je 60. Pro nasobky 60 vétsi nez 150 vyjadiime
velikost druhé skupiny a ovérime, zda soucet velikosti obou skupin je mensi nez 400:

1. skupina 180 240 300

2. skupina 117 156 195

soucet 297 396 495

S rostoucim poctem divakd v prvni skupiné se celkovy pocet divaki dale zvétsuje,
tedy vyhovujici moznosti jsou v prvnich dvou sloupcich tabulky. V divadle bylo bud 297,
nebo 396 divaki.

Hodnoceni. Po 1 bodu za kazdé vyhovujici feSeni; 2 body za postiehy o délitelnosti poc¢tu
lidi v prvni skupiné; 2 body za tuplnost rozboru moznosti v ramci danych omezeni.

Pfi jinych zpisobech zkouSeni moznosti hodnotte duslednost pfi ovéfovani celocisel-
nosti po¢t v obou skupinach.

Z9-111-2
Ctyiahelnik DRAK mé nasledujici vlastnosti:
e je vepsan do kruznice,

e je osové soumérny podle primky AD,
e trojihelnik RAK je rovnostranny.

V zavislosti na velikosti strany AK vyjadrete velikosti thlopticek a obsah ¢tytuhelniku
DRAK. (L. Dedkova)



Mozné feseni. Uhlopiicka KR je stranou rovnostranného trojihelniku RAK. Plati tedy
|[KR| =|AK].

Uhlopiicka AD je primérem kruznice, do které je ¢tyfuhelnik DRAK vepsan, tj.
pramérem kruznice opsané trojuhelniku RAK. V rovnostranném trojihelniku splyva stred
vyiky, a ta se rovna v/3/2 velikosti strany trojihelniku (Ize najit v povolengch tabulkach
¢i odvodit pomoci Pythagorovy véty). Plati tedy

\AD|:2-2.£-|AK]:%§

JAK].
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Ctytthelnik DRAK je osové soumérny podle piimky AD, tedy thlopiicky KR a AD
jsou kolmé. Obsah ¢tyiuhelniku DRAK je

QI
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D
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Poznamky. Predchozi vypocet obsahu ¢tyfihelniku DRAK je zalozen na predstavé opsa-
ného obdélniku se stranami shodnymi s tseckami AD a KR. Ke stejnému vysledku lze
dospét také takto: obsah rovnostranného trojihelniku RAK je v/3/4 - |AK|?, obsah troj-
thelniku DRK je tietinovy (shoduje se s trojuhelniky ORK, OK A, OAR), celkem

3, V3 3
SprAK = (% + E) JAK|? = g |AK|?.
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Usecka AD je priimérem kruznice opsané trojuhelniku AK D. Ten je podle Thaletovy
véty pravouhly s pravym tihlem u vrcholu K. Obsah deltoidu DRAK je tedy roven obsahu
obdélniku se stranami AK a DK. Pritom strana DK je shodné s polomérem kruznice.

Hodnoceni. Po 1 bodu za kazdy z vysledku (velikost K R, velikost AD, obsah DRAK);
2 body za pomocné vztahy a postiehy (vyska rovnostranného trojuhelniku, polomér opsané
kruznice, kolmost thloptic¢ek apod.); 1 bod za kvalitu komentéafe.
Z9-111-3

Najdéte vSsechny dvojice pfirozenych cisel a a b, pro které plati:

Ta+4b+T4=a-b.
(E. Novotna)
Mozné feseni. Pomoci nezndmé b vyjadiime a:

Ta+4b+T4=a-b,

Ta —a-b=—4b— 74,
_ 4b+ 74
a= P

(%)

Cisla a a b maji byt piirozen4, proto musi byt b > 7 a b — 7 musi délit 4b + 74. Cislo
4b + 74 muzeme vyjadiit jako 4b + 74 = 4(b — 7) + 102, a proto b — 7 musi délit 102.
Prvodiselny rozklad ¢isla 102 je 2 - 3 - 17. Tedy ¢islo 102 ma osm (kladnych) délitela. Pro
kazdy z téchto déliteld vyjadiime b a a podle predchozich vztahii:

b—7 1 2 3 6 17 34 51 102
b 8 9 10 13 24 41 98 109
a 106 55 38 21 10 7 6 )

Hodnoty a a b uvedené v tabulce tvofi vSechny vyhovujici dvojice ¢isel (az na poradi).

Poznamka. Uvodni tiprava a nésledné tivahy mohou byt zkraceny takto:

Ta+4b+ T4 =a-b,
74=a-b—"Ta— 4b,
102=(a—4)-(b—T7). (k)
Cisla a a b jsou uréena moznymi rozklady ¢isla 102 na dva (kladné) ¢initele. To vede pravé
k feSsenim popsanym vyse.

Hodnoceni. 3 body za vyjadfeni (x) a tvahy vedouci k délitelim ¢isla 102, resp. za
vyjadfeni (xx); 1 bod za délitele ¢isla 102; 2 body za vSechna FeSeni.
Pfi jinych zptisobech zkouseni moznosti hodnotte podle tplnosti postupu a komentéie.



Z9-111-4
Sestrojte trojuhelnik XY Z a obdélnik ABC' D tak, aby platily nasledujici podminky:

e | XY|=8cm, |[YZ|=6cm, | XZ|="Tcm,

e body X a Y lezi na ptimce AC,

e Usecky AC' a XY jsou shodné,

e bod Z lezi na ptimce BD,

e obsah trojihelniku ACZ je dvakrat vétsi nez obsah trojuhelniku ABC.

Konstrukei popiste a zdavodnéte. (M. Petrovad)
Mozné reseni. Trojuhelnik XY Z je urcen svymi stranami. Jeho konstrukce je nasledujici:

1) tsecka XY o velikosti | XY | = 8cm,
2) kruznice se stfedem X a polomérem | X Z| = 7cm,
3) kruznice se stfedem Y a polomérem |Y Z| = 6 cm,
4) bod Z je priseéikem kruznic 2) a 3).

Uhlopticky obdélniku ABCD jsou shodné a protinaji se ve svych stfedech; tento bod
oznacime S. Podle zadani plati

IBD| = |AC| = |XY| = Scm.

Trojahelniky ACZ a ABC' maji spole¢nou stranu AC' a obsah ACZ ma byt dvakrat
vétsi nez obsah ABC'. Proto vzdalenost bodu Z od piimky AC' je dvakrat vétsi nez vzda-
lenost bodu B od téze ptimky. Déle body Z, B, D, S lezi na jedné pfimce a trojuhelniky
ABC a CDA tvori shodné ¢asti obdélniku ABCD. Celkem tedy plati:

1SZ| =2-|SB|=2-|SD| = |BD| = 8cm.
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Konstrukce obdélniku ABCD:

1) pfimka XY,

2) kruznice se stfedem Z a polomérem |XY| = 8cm,
3) bod S je prisecikem pfimky 1) a kruznice 2),

4) kruznice se stfedem S a polomérem |XY| = 4cm,
5) body A a C jsou pruseciky piimky 1) a kruznice 4),
6) pfimka SZ,

7) body B a D jsou priiseciky pfimky 6) a kruznice 4).

Poznamky. Mozné stiedy S (pruseciky ze tfetiho kroku konstrukce) jsou dva. Oznaceni
dvojic bodi A a C, resp. B a D (v patém, resp. sedmém kroku konstrukce) je veskrze
nahodilé. Uloha m4 (aZ na znadeni vrcholil) dvé feSeni, vysledné obdélniky jsou navzajem
shodné.

Z podminky o obsazich trojuhelnikt ACZ a ABC plyne, ze body B a D lezi na
rovnobézkach s pfimkou XY, které jsou v polovi¢ni vzdalenosti od XY jako bod Z. S timto
postfehem lze nahradit nékteré kroky v konstrukci.

Hodnoceni. 1 bod za konstrukeci trojihelniku XY Z; 1 bod za odvozeni |BD| = 8cm;
2 body za odvozeni |SZ| = 8 cm; 2 body za konstrukei a jeji popis. Diskuze o poctu Feseni
neni nutna k zisku plného poc¢tu bodii.



