74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Ivan, Jarek, K4ja a Lubos maji dohromady 90 znamek. Kdyby mél Ivan o dvé znamky
méne, Jarek o dvé vice, Kaja dvojnasobek a Lubos polovinu toho, co nyni, méli by vSichni
stejné.

Kolik zndmek mé kazdy z chlapct? (L. Hozova)

Mozné FesSeni. Pocty znamek jednotlivych chlapct oznacime jejich po¢ateénimi pismeny.
Podle zadani plati

I+J+K+L=090,

L
I—2:J—|—2:2K:§.
Hodnotu na druhém fadku oznacime Z, pomoci ni vyjadiime ostatni neznamé,

Z
I=Z+2 J=Z-2 K=3, L=2Z

dosadime do prvni rovnice a dostavame %Z = 90. Tedy Z = 20 a z predchoziho vyjadreni
mame

I=22 J=18, K =10, L =40.

Ivan ma 22 znamek, Jarek 18, Kaja 10 a Lubos 40.

Z8-1-2
Sestrojte rovnoramenny trojihelnik se zadkladnou délky 12cm a vyskou k zakladné
velikosti 18 cm. Rozdélte trojuhelnik na t¥i lichobézniky o stejném obsahu. (L. Dedkovd)

Mozné feSeni. Zakladny lichobézniku jsou rovnobézné. Strany hledanych lichobézniki
bud néalezi stranam trojihelniku, nebo jsou s nimi rovnobézné. Rozborem moznosti zjis-
time, ze zadna strana zadného lichobézniku nemiize zabirat celou stranu trojuhelniku a ze
zadna strana trojuhelniku nemtize byt tvofena dvéma rameny, ani dvéma zakladnami li-
chobéznikt. Déleni trojihelniku na lichobézniky je dano jednim bodem uvnitt trojihelniku
a tfemi rovnobézkami se stranami trojihelniku (viz prvni z nize uvedenych obrazki).

Potfebujeme najit délici bod (spoleény bod lichobéznik) tak, aby obsahy lichobéznik
byly stejné. Pro tento tCel je vhodné vyuzit obvykla déleni trojuhelniku na mensi shodné
trojuhelniky. V nasem piipadé pomaha rozdéleni na trojuhelniky s tfetinovymi stranami
vzhledem k danému trojuhelniku. Takovych trojuhelnikt je devét a kazdy z hledanych
lichobézniki je slozen ze tii (viz druhy obrazek).
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A B

Konstrukce rovnoramenného trojihelniku ABC' pro danou zakladnu a vysku:

usecka AB velikosti 12 cm,

o = osa usecky AB a S = stred tsecky AB,

C = bod na pfimce o ve vzdalenosti |SC| = 18 cm,
trojuhelnik ABC.

Usecka SC je vyskou rovnoramenného trojuhelniku a vyse vyznacené pficky trojthel-
niku ji protinaji ve tfetinach (zejména [SD| = $|SC| = 6 cm). Konstrukce délictho bodu
a lichobézniki vypadéa takto:

D = bod na tsecce SC' ve vzdélenosti |[SD| = 6 cm,
rovnobézky se stranami trojihelniku ABC' jdouci bodem D,

E, F, G = priseciky téchto rovnobézek se stranami trojuhelniku,
lichobézniky AGDF, BEDG, CFDE.

a dva ze tii lichobéznikl jsou shodné.
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Jinou konstrukci bodu D a lichobéznikl lze zalozit na tietinovém déleni stran troj-
uhelniku ABC' a vhodném spojovani takto vzniklych bodu (viz druhy z vyse uvedenych
obrazki).

Z8-1-3

Pro cisla a, b, ¢, d plati:

¢islo a dava po déleni tfemi zbytek 1,
¢islo b dava po déleni Sesti zbytek 2,
a—b=d-—c,

¢islo d je délitelné tremi.

Jaky zbytek po déleni deviti mtze davat cislo ¢? Najdéte vSechny moznosti.
(E. Semeradovd)
MozZné reseni. Mozna cisla, ktera po déleni tfemi davaji zbytek 1, resp. po déleni Sesti
zbytek 2, jsou
a=1, 4,7 10, 13, ...
b=2, 8, 14, 20, 26, ...

Nezaporné rozdily a — b fazené vzestupné jsou
a—b=2,5,8, 11, ...

Sousedni ¢isla v tomto vypisu se 1isi o 3 a nejmensi ¢islo je 2, tedy zbytek po déleni a — b
tfemi je 2. Opacny rozdil b — a pak po déleni tfemi dava zbytek 1.

Z podminky a — b =d — ¢ mdme ¢ = d + b — a, kde ¢islo d je délitelné ttemi a b — a
dava po déleni tfemi zbytek 1. Proto také ¢islo ¢ dava po déleni tremi zbytek 1:

c=1, 4, 7,10, 13, 16, ... (%)

Mozné zbytky po déleni ¢isla ¢ deviti jsou 1, 4, 7.

Poznamky. Ctvefic ¢&isel a, b, ¢, d spliujicich podminky ze zadani je nepfeberné mnozstvi
a vSechny uvedené zbytky po déleni ¢isla ¢ deviti opravdu mohou nastat. Pro priklad staci
uvazit ¢isla a = 4 a b = 2 a posloupnost ¢isel ¢ jako v (), pro niz odpovidajici posloupnost
Cisel d je
d=3, 6,9, 12, 15, 18, ...
Déleni se zbytkem je platné v oboru vSech celych ¢isel (ne jen téch nezdpornych). Tedy
napft. Cisla, ktera po déleni tremi davaji zbytek 1, jsou také

a=-2-5—8,—11,—14,...

To, Ze jsme se v FeSeni tllohy omezili na nezédporné ¢isla, ni¢emu nevadi, nebot nés zajimaly
hlavné zbytky.

Piedchozi vyéty a uvahy vedouci k (%) je mozné nahradit nasledujicimi obecnymi
vyjadienimi. Cisla a, b, d jsou podle zadani tvaru

a=3k+1, b=6l+2, d=3m,
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kde k, [, m jsou cel4 &isla. Cislo ¢ je pak vyjadieno jako
c=d+b—a=3m+2l—k)+1.
Vskutku ¢islo ¢ po déleni tremi dava zbytek 1.

Z8-1-4

Je dan pravidelny pétithelnik ABC' DE. Rovnobézka s primkou AB prochazejici bo-
dem C protina piimku BD v bodé F'. Kolmice k pfimce C'F' prochazejici bodem C' protina
primku BD v bodé G.

Urcete velikost thlu AGF. (P. Bak)

MozZné fesSeni. V nasledujicich tivahach budeme pouzivat nékolik vlastnosti pravidelného
pétithelniku:

e V pravidelném pétithelniku jsou vSechny strany navzajem shodné a stejné tak vSechny
uhlopricky. Tedy jakykoli trojuhelnik tvofeny tfemi vrcholy pravidelného pétithelniku
je rovnoramenny.

e Pravidelny pétithelnik je osové soumérny podle péti riznych os. Pii kazdé z téchto
soumeérnosti se vzdy jedna strana a neptiléhajici ihlopricka zobrazuji samy na sebe,
tedy jsou navzajem rovnobézné.

e Obecny pétithelnik sestava ze tii trojuhelniki, tedy soucet velikosti jeho vnitinich
uhld je 3 - 180° = 540°. Pravidelny pétithelnik ma vSechny vnitini thly shodné, tedy
velikost vnitfniho thlu pravidelného pétithelniku je 540° : 5 = 108°.

V nasem prikladu ukazeme, ze trojuhelnik ABG je shodny s trojuhelnikem ABC),
tedy hledany thel najdeme mezi tthly vymezenymi stranami a thloprickami pétitthelniku.
Zacneme tim, ze si uvédomime nékolik vztahti mezi thly vyznacenymi na prvnim z nize
uvedenych obrazki.
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Trojahelnik ABD je rovnoramenny, tedy thly u zdkladny jsou shodné, o = 3. Pfimky
AD a BC jsou rovnobézné, tedy souhlasné tihly u vrcholtt A a B jsou shodné, o = ~. Uhly
B a d jsou vrcholové thly s vrcholem B, tedy jsou také shodné, 5 = §. Celkem tak plati,
ze vSechny vyznacené uhly jsou navzajem shodné.

Piimka C'G je kolma k primce C'F, a ta je rovnobézné s pfimkou AB. Tedy ptfimky
CG a AB jsou kolmé. To spolu s predchozim poznatkem (y = ¢) znamend, ze body C
a (G jsou osové soumérné podle piimky AB. Proto také trojuhelniky ABC a ABG jsou
osové soumérné a hledany thel u vrcholu G je shodny s vnitinim thlem trojuhelniku ABC
u vrcholu C'. To se znac¢enim jako na druhém obrazkd znamend, ze ¢ = (.

Trojahelnik ABC' je rovnoramenny, tedy thly u zédkladny jsou shodné, ¢ = n. Vnitini
thel u vrcholu B je vnitinim thlem pétitithelniku, tedy jeho velikost je 108°. Soucet vniti-
nich hla tohoto trojihelniku je 2¢ + 108° = 180°, odkud dostavame ¢ = 36°.

Velikost thlu AGF je 36°.

Poznamky. Shodnost thla v a § je ekvivalentni shodnosti sousednich ihld ABC' a ABG,
a tu lze zdtivodnit takto: Uhel ABG se shoduje s thlem BAE (stiidavé tihly vzhledem
k rovnobézkam AFE| BD), thel BAE se shoduje s thlem ABC' (vnitini ahly pravidelného
pétithelniku), tedy ihel ABG se shoduje s ithlem ABC.

Velikosti zminovanych thli (a mnohych dalgich) lze snadno vyjadrit, i kdyz k dofeseni
ulohy to nutné neni. Moznosti jejich odvozeni jsou rozmanité, viz téz tlohu Z8—I1-3 v lon-
ském ro¢niku MO. Pro predstavu nékteré hodnoty shrnujeme v prvnim z nize uvedenych
obrazki.

Bod F nebyl nijak podstatny, potfebovali jsme pouze rovnobéznost primek C'F a AB.
Bod F je vlastné prisecikem tthlopricek BD a C'E.

Se znalosti Thaletovy véty, resp. véty opacné lze shodnost tisecek BC' a BG odvodit
takto: Protoze AB|/CE, AE||BD a strany AB, AE jsou shodné, je ¢tyithelnik ABFE
kosoc¢tvercem. Vsechny strany kosoctverce jsou shodné a shoduji se také se stranou BC,
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zejména usecky BF' a BC jsou shodné. Protoze trojuhelnik F'C'G je pravouhly s pravym
tthlem u vrcholu C| lezi tento bod na (Thaletové) kruznici s primérem F'G. Protoze BF se
shoduje s BC, je bod B stiedem této kruznice a tsecky BF', BC', BG jsou jejimi poloméry,
viz druhy obrazek.

Z8-1-5

Podil nejmensiho spolecného nasobku a nejvétsiho spolecného délitele cisel a a b je 75.
Soucet ¢isel a a b je vétsi nez 100 a mensi nez 200.

Uréete vSechny mozné dvojice ¢isel a a b s uvedenymi vlastnostmi. (E. Semerddovd)

Mozné feseni. Nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b oznac¢ime D. Cisla a a b jsou pak tvaru

kde A a B jsou nesoudélna c¢isla. Protoze poradi ¢isel neni dulezité, budeme v dalSim pro
zjednoduseni predpokladat, ze a < b neboli A < B.

S timto znacenim je nejmensi spolecny nasobek ¢isel a a b vyjadien jako A- B - D.
Podil nejmensiho spolec¢ného nasobku a nejvétsiho spolecného délitele cisel a a b je 75, tedy

A-B=T75.
Protoze 75 = 3-5-5 a ¢isla A a B jsou nesoudélnd, plati bud A = 1 a B = 75, nebo
A =3a B =25.V kazdém z téchto pripadu zjistime, pro které hodnoty D plati podminka

o souctu a + b.
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e Pro A =1 a B = 75 dostavame:

D a b 100 < a + b < 200

1 1 75 ne
2 2 150 ano
3 3 225 ne

e Pro A =3 a B = 25 dostavame:

D a b 100 < a + b < 200
1 3 25 ne
2 6 50 ne
3 9 75 ne
4 12 100 ano
5 15 125 ano
6 18 150 ano
7 21 175 ano
8 24 200 ne

S rostoucim D se zvétSuje i soucet a + b, tedy neni tfeba dalsitho zkousSeni. Vsechny
mozné dvojice ¢isel a, b s uvedenymi vlastnostmi (az na potradi) jsou:

2,150; 12,100; 15,125; 18,150; 21,175.

Poznamka. Pokud N oznac¢ime nejmensi spoleény nasobek ¢isel a a b, pak z tvodniho
rozboru mame N = A - B - D, a tedy

N-D=(A-D)-(B-D)=a-b.
Vyjadreno slovy: soucin nejmensiho spolecného nasobku a nejvétsiho spole¢ného délitele

dvou cisel je roven soucinu téchto ¢isel. S timto postfehem lze pracovat od zacatku a zjed-
nodusit nektera znaceni.
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Z8-1-6

Rybar Stika chytil nékolik ryb. Kdyz prodal tii nejtlustsi ryby majiteli mistni restau-
race, snizil celkovou hmotnost svého tlovku o 35 %. Kdyz dal t¥i nejhubenéjsi ryby svému
psovi, snizil hmotnost zbyvajicich ulovenych ryb o pét trinactin.

Kolik ryb chytil pan Stika? (L. Hozova)
Mozné teSeni. TFi nejtlustsi ryby odpovidaji 35 % vahy celého tlovku, zbyvajici ryby
odpovidaji 65 %. Pét tfinadctin tohoto zbytku tvori é¢tvrtinu (% . % = %1), tedy t¥i nejhu-

benéjsi ryby odpovidaji 25 % vahy celého tlovku. Zbyly neznamy pocet ryb tak odpovida
40 % vahy celého tlovku (100 — 35 — 25 = 40).

Protoze zbylé ryby vazi vic nez tfi nejtlustsi, byly alespon ctyri. Protoze zbylé ryby
vazi méné nez dvojnasobek vahy tii nejhubenéjsich, bylo jich nanejvys pét. Dale ryba ze
skupiny ti{ nejtlustsich vazi priimeérné 11,6 % véhy celého tlovku (35 : 3 = 11,6) a ryba ze
skupiny t¥i nejhubenéjsich vazi priimérné 8,3 % vahy celého tlovku (25 : 3 = 8,3). S témito
poznatky rozhodneme o poctu zbylych ryb:

e Kdyby zbylych ryb bylo pét, pak by jedna vézila primérné 8 % véahy celého tlovku
(40 : 5 = 8), coZ je méné nez prumeérnd vaha nejhubenéjsich ryb. To neni mozné.

e Kdyby zbylé ryby byly ¢tyfi, pak by jedna vézila praimérné 10 % vahy celého tlovku
(40 : 4 = 10), coZ je mezi prumérnymi vahami nejtlustsich a nejhubenéjsich ryb. To je
mozné.

Zbylé ryby byly ¢tyfi. Pan Stika chytil deset ryb.

Poznamka. Pokud oznacime n celkovy pocet ryb, potom vztahy mezi prumérnymi vahami
tr1 nejtlustsich, n — 6 zbylych a tii nejhubenéjsich ryb jsou:

35 40 25
3 n—=6 3

1\
1\

< 270

To po upravach vede k nerovnostem n = % an S %S¢ . Jediné vyhovujici piirozené ¢islo

je n = 10.
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