74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

|. kolo kategorie Z7

77-1-1

Andulka a Zuzana pojidaly svestky. Prvni den snédla Andulka tfi ¢tvrtiny toho, co
tyz den snédla Zuzana. Druhy den snédla Zuzana tfi poloviny toho, co tyz den snédla
Andulka. Dohromady za oba dny snédly 31 svestek a kazdé dévce kazdy den snédlo cely
pocet Svestek.

Kolik $vestek snédla za oba dny Andulka? (L. Hozova)

MozZné teseni. Prvni den Andulka snédla tfi sedminy toho, co tyz den snédly spole¢né,
druhy den snédla dvé pétiny toho, co tyz den snédly spolecné. Zejména pocet Svestek
spole¢né snédenych za prvni den byl nasobkem 7, za druhy den nasobkem 5. Celkem za
oba dny snédly 31 svestek. Pro nasobky 7 neptevysujici 31 vyjadiime rozdil od 31 a ovérime
délitelnost péti:

1. den 7 14 21 28

24 17 10 3

2. den
dél. 5

ne ne ano ne

Prvni den spolecné snédly 21 Svestek, druhy den jich snédly 10.
Prvni den Andulka snédla 9 $vestek (2-21 = 9), druhy den snédla 4 svestky (2-10 = 4).
Andulka za oba dny snédla 13 svestek.

Poznamka. Prehledny zaznam konzumace Svestek vypada takto:

Andulka Zuzana celkem
1. den 9 12 21
2. den 4 6 10
celkem 13 18 31

Z7-1-2

Mikulas postavil pyramidu ze Sesti stejnych krychli s hranami délky 7 cm. Spodni patro
tvorily tfi krychle, prosttedni patro dvé krychle a horni patro jedna krychle. Sousedni
krychle v kazdém patie mély spolecnou sténu, patra navzajem nepiecnivala. Vitézslav
posunul krychle tak, ze kazda krychle v hornich dvou patrech stala na dvou spodnéjsich
krychlich a mezi sousednimi krychlemi ve spodnich dvou patrech byly mezery Siroké tiretinu
hrany krychle. AZ na tyto mezery patra navzajem neprecnivala.

O kolik cm? se ligi povrchy ptivodni a upravené pyramidy? (V. Dedek)
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Mozné feSeni. Sousedni krychle ve spodnim a prostfednim patie ptivodni pyramidy mély
3 spolecné svislé stény. Tedy posunutim krychli vzniklo 6 svislych stén navic.

Ke zméné povrchu prispivaji také rozdily na trovni vodorovnych rozhrani mezi patry.
Ty nezavisi na mife posunuti pater vici sobé. Pro vyjadreni prirtistku povrchu je vyhodné
patra vhodné posunout (pfi zachovani vSech podminek ze zadani). Pyramidy mohou vy-
padat naprf. takto:

V nové pyramidé pfibyly 2/3 stény mezi hornim a prostfednim patrem (1/3 na spodni
sténé horni kostky a 1/3 na horni sténé pravé prostiedni kostky) a 4/3 stény mezi pro-
stfednim a spodnim patrem (2/3 na spodnich sténéch prostfednich kostek a 2/3 na hornich
sténach dvou spodnich kostek).

Celkem je v povrchu nové pyramidy o osm stén vic nez v puvodni pyramidé (6+2/3+
+4/3 = 8). Jedna sténa mé obsah 49 cm? (7 -7 = 49). Povrchy ptivodni a nové pyramidy
se lisi 0 392cm? (8- 49 = 392).

727-1-3
Pankréc, Servac a Bonifac se ubytovali v hotelu. Cisla pokoji byla trojmistna a éislice
na misté stovek urcovala patro, na kterém se pokoj nachéazel. U snidané si podle privéskt
na klicich od pokoju vsimli, ze:
e v Cislech jejich pokoju jsou pouzity vsechny cislice od 1 do 9,
e Pankracovo cislo je délitelné deviti, Servacovo ¢islo je délitelné osmi, Bonifacovo ¢islo
je délitelné sedmi,
e Bonifacovo ¢islo je ¢tytikrat vétsi nez Pankracovo ¢islo,
e Servac bydli na patie mezi Pankracem a Bonifacem.

Urcete cisla pokoji Pankrace, Servace a Boniface. (L. Hozova, E. Novotna)

Mozné FeSeni. Bonifacovo ¢islo je ¢tyfnasobkem Pankracova ¢isla a Pankracovo ¢islo je
délitelné deviti, tedy Bonifacovo ¢islo je nasobkem 36. Soucasné je Bonifdcovo délitelné
sedmi, tedy je délitelné 252 (¢isla 36 a 7 jsou nesoudélna a 36 - 7 = 252).
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Trojmistné nasobky ¢isla 252 jsou
252, 504, 756,

a to jsou mozna Bonifacova ¢isla. V prvnim z téchto cisel se opakuje cislice 2, druhé
obsahuje ¢islici 0. Oba tyto pfipady odporuji zadani. Tedy Bonifacovo ¢islo mtze byt
jediné 756 a Pankracovo ¢islo muze byt jediné 756 : 4 = 189.

Dosud byly pouzity navzajem rtzné cislice od 1 do 9. Nebyly pouzity ¢islice 2, 3, 4,
tedy Servacovo ¢islo muze byt jedno z nasledujicich cisel:

234, 324, 342, 432, 423, 243.

Kazdé z téchto cisel je mezi Pankracovym a Bonifacovym cislem, délitelné osmi je vsak
pouze 432. Servacovo ¢islo miize byt jediné 432. To spolu Pankracovym a Bonificovym
¢islem vyhovuje vSem podminkam ze zadani.

Pankrac mél pokoj cislo 189, Servac 432 a Bonifac 756.

Poznamka. S podminkami délitelnosti Ize nakladat rizné. Napi. také Pankracovo cislo
musi byt délitelné sedmi, soucasné je délitelné deviti, takze je délitelné 63.

77-1-4
V jedné z péti nadob ocislovanych 1, 2, 3, 4, 5 je mince. Doprovodné napisy oznamuyji:
,2Mince je v nadobé s lichym c¢islem.“
,2Mince je v nddobé s ¢islem vétsim nez 3.“
,2Mince je v nddobé s ¢islem mensim nez 4.
Pravdomluvny hlidac¢ s bezchybnym tsudkem dodava:
Jeden z néapisti neni pravdivy, zbylé dva pravdivé jsou. Prestoze vim, ktery napis
2 ) )
pravdivy neni, neumim urcit, ve které nadobé je mince.“

Rozhodnéte, ktery z napisi neni pravdivy. (K. Pazourek)
Mozné teSeni. Postupné provérime tii pripady podle toho, ktery napis nebyl pravdivy.
e Predpokladejme, Ze pravdivy nebyl prvni napis (a zbylé dva byly pravdivé). Pak by
mince meéla byt v nddobé se sudym c¢islem vétsim nez 3 a soucasné mensim nez 4. To
neni mozné.
e Predpokladejme, ze pravdivy nebyl druhy népis (a zbylé dva byly pravdivé). Pak by
mince méla byt v naddobé s lichym cislem mensim nez 4. To je mozné a mince by
v takovém pfipadé byla bud v nddobé 1, nebo 3.
e Predpokladejme, Ze pravdivy nebyl tfeti napis (a zbylé dva byly pravdivé). Pak by
mince méla byt v nddobé€ s lichym c¢islem vétsim nez 3 a ne mensim nez 4. To je mozné
a mince by v takovém pripadé byla v nadobé 5.
Mozné ptipady jsou posledni dva. Pritom nadoba, ve které se mince nachazi, je jed-
noznacné urcena ve tretim pripadé, zatimco ve druhém ptipadé nikoli. Nepravdivy napis
je ten druhy.

Poznamka. Druhy a tfeti napis si odporuji, takze nemohly byt oba pravdivé. Nepravdivy
napis byl jen jeden, tedy to byl bud druhy, nebo tfeti; prvni népis byl nutné pravdivy.
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27-1-5
Je dan trojuhelnik ABC' s délkami stran |AB| = 6cm, |BC| = 8cm a |AC| = 12 cm.

Sestrojte pitlkruznici, jejiz krajni body lezi na strané AC a ktera se dotyka stran
AB a BC. (K. Pazourek)

Mozné teseni. Aby se pulkruznice dotykala stran AB a BC, musi mit stfed na ose thlu
ABC. Aby krajni body pulkruznice lezely na strané AC, musi mit stied na této strané.

Tedy stred hledané pulkruznice je prisecikem osy thlu ABC' a strany AC'. Polomér je
pak urcen patou kolmice ze stfedu k pfimce AB ¢i k pfimce BC'. (Tyto tsecky jsou shodné
pravé proto, ze stfed lezi na ose tthlu ABC, viz shodnost trojuhelniki BSP a BSP’ na
obrazku.)

Konstrukee:

o = osa uhlu ABC,

S = prunik piimek o a AC,

P = pata kolmice z bodu S k pfimce AB (¢i BCO),
kruznice se stifedem S a polomérem SP,
pulkruznice vymezena primkou AC a bodem P.

Poznamka. Zadany trojuhelnik je tupotuhly s tupym thlem u vrcholu B a dotykové body
pulkruznice vskutku vychéazi na strandch trojihelniku. V obecném trojuhelniku tloha fe-
Seni mit nemusi. Omezujici jsou pravé zizeni na strany (necelé pfimky) a pulkruznice
(necelé kruznice).

Z7-1-6

Kéfa a Skubanek smazi kazdy na své panvicce jednu pala¢inku za druhou. Oba zadali
smazit soucasné, Katé trva kazda palacinka t¥i minuty, Skubankovi trva kazda palacinka
¢tyfi minuty. Kazdych pét minut od zacatku smazeni se objevi mlsny kocour Lucias. Pokud
se Kata i Skubanek vénuji smazeni, tak jim jednu hotovou pala¢inku ukradne, pokud zrovna
prendavaji palacinku z panvicky na talif, tak se schova a palacinky necha byt.

Kolik pala¢inek musi Kata se Skubankem usmazit, aby jim zbylo 150? Jak dlouho jim
to bude trvat? (M. Petrovad)
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MozZné reseni. Prehled prvnich 20 minut smazeni vypadéa takto:

123 4 5 6 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Kiata + + + + + +
Skubének + + + + +
LUCiéé — — = =

Zde + znaci jednu palacinku na talifi navic, — znaci o jednu palacinku méné pri ispésném
Luciasové pokusu a = znaci zaddnou zménu pfi netspésném LuciaSové pokusu.

Nejmensi ¢asovy tsek, na jehoz konci se potkavaji vSichni t¥i, trva 60 minut (nejmensi
spoleény nasobek intervalt Kati, Skubanka a LucidSe). Béhem této doby se piedchozi
schéma zopakuje tiikrat. Tedy Kéafa usmazi 20 pala¢inek, Skubanek usmazi 15 palacinek
a Lucias se objevi 12krat. Lucias se potkava s Kafou v minutéch 15, 30, 45, 60, se Skuban-
kem v minutach 20, 40, 60 (pfi¢emz v 60 minuté se potkava s obéma) a v téchto minutach
nekrade. Ve svych zlodéjskych pokusech je tedy tspésny jen Sestkrat. Celkem za 60 minut
Kafa se Skubankem usmazi 35 palaéinek, ale na talifi jich zbude 29.

Za pét hodin Kafa se Skubankem usmazi 175 pala¢inek, na talifi jich zbude 145.
7 tuvodniho prehledu je patrné, ze k chybéjicim péti palacinkam se dopracuji po dalsich 12
minutach — celkem jich usmazi sedm, ale dvé jim Lucias ukradne.

Kéta se Skubankem musi usmazit 182 palacinek a bude jim to trvat 5 hodin a 12
minut.
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