74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Pan Vaflicka smazi a prodava koblizky, pan Koblizek pece a prodava vaflicky. Oba
cukrafi maji kazdy tyden otevieno od pondéli do patku. Libuska u nich kupuje kazdé
pondéli dvé vaflicky a jeden koblizek, kazdé utery tii koblizky a jednu vaflicku, kazdou
stfedu ¢tyti koblizky, kazdy ctvrtek t¥i vaflicky a kazdy patek dva koblizky a dvé vaflicky.
Pan Koblizek si jednoho dne vsiml, Zze od prvniho pondéli tohoto mésice prodal Libusce
celkem 30 vaflicek.

Kolik koblizki prodal Libusce za stejné obdobi pan Vaflicka? (M. Petrovad)

MozZné FeSeni. Za jeden tyden Libuska koupi 8 vaflicek (2 + 1+ 0+ 3 + 2 = 8). Tticet
prodanych vaflicek odpovida nakupu za tii celé tydny a Sesti vaflickam ve ¢tvrtém tydnu
(30 = 3-8+6). Sest vaflicek ve ¢tvrtém tydnu mé po ndkupu ve ¢tvrtek (2+1+0+3 = 6).
Za jeden tyden Libuska koupi 10 koblizku (1 + 3 +4 + 0 + 2 = 10). Pocet koblizku,
které ji pan Vaflicka prodal za tii celé tydny a prvni ¢tyfi dny ve ¢tvrtém tydnu, byl

3-10+1+3+4+0=38.

Poznamka. Ke stejnému vysledku lze dospét postupnym vypisovanim a s¢itanim Libus-
¢inych nakupi.

Z6-1-2

V obdélniku se stranami délek 4 cm a 8 cm jsou dany ptlkruznice k a [, jejichz krajni
body lezi ve vrcholech obdélniku.

Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby vrcholy A a B lezely na ptlkruznici k, vrcholy C'

a D lezely na ptlkruznici [ a strany ¢tverce byly rovnobézné se stranami obdélniku.
(K. Pazourek)

Mozné reseni. VSechny soumérnosti obdélniku jsou téZ soumérnostmi doplnénych pul-
kruznic. Jedna se o dvé osové soumérnosti (jejichz osy o1, 0o jsou osami dvojic protilehlych
stran obdélniku) a stfedovou soumérnost (jejiz stfed S je prisec¢ikem os soumérnosti neboli
prusec¢ikem uhlopficek obdélniku).



Strany ¢tverce ABC'D maji byt rovnobézné se stranami obdélniku, proto vysSe popsané
soumérnosti jsou také soumérnostmi ctverce. Zejména stied ctverce splyva se stfedem
obdélniku. Navic ve ¢tverci jsou thlopricky dalsimi osami soumérnosti (které oznac¢ime py,
p2). Zejména tyto thlopticky jsou navzajem kolmé a pili vnitini thly ¢tverce (stejné jako
thly vymezené osami o1, 03).

Pll \pz

Vrcholy ctverce lze sestrojit napt. takto:

S = prisecik uhlopficek obdélniku,

01, 09 = rovnobézky se stranami obdélniku jdouci bodem S,
p1, p2 = osy uhlid danych primkami o1, 09,

A, B, C, D = pruseciky primek p1, po s pulkruznicemi &, [.

Poznamky. Delsi strana daného obdélniku je dvakrat delsi nez kratsi strana, tedy pul-
kruznice k, [ se dotykaji jeho delsich stran. Jedna z os 01, 05 prochazi témito body dotyku,
zatimco druhd prochézi priise¢iky ptlkruznic k, I. Uloha véetné uvedeného feseni dava
smysl i pro obecny pomér stran.

Z6-1-3

Pétimistnym palindromem myslime takové pétimistné cislo, které ma na misté jedno-
tek stejnou cislici jako na misté desetitisicii a na misté desitek stejnou ¢islici jako na misté
tisici.

Najdéte nejmensi pétimistny palindrom délitelny 36. (I. Jancigovad)
Mozné feSeni. Cislo 36 ma mnoho délitel@t a kazdym z nich je hledany palindrom také

délitelny. Vzhledem k tomu, ze 36 = 4 -9 a cisla 4 a 9 jsou nesoudélnd, staci kontrolovat
délitelnost prave témito Cisly:



e Deélitelnost ctyimi znamend, ze posledni dvojcisli je délitelné c¢tyimi. Nejmensi dvojcisli
délitelné ¢tyfmi s nejmensi nenulovou ¢islici na misté jednotek je 12, tedy palindrom
je tvaru:

21x12

e Délitelnost deviti znamend, ze ciferny soucet je délitelny deviti. Nejmensi mozné do-
plnéni predchoziho tvaru je:

21312

Nejmensi pétimistny palindrom délitelny 36 je 21312.

Jiné reseni. Kazdy délitel ¢isla 36 je také délitelem hledaného palindromu. Zejména je
palindrom délitelny dvéma a sudé pétimistné palindromy fazené vzestupné jsou:

20002, 20102, 20202, 20302, 20402, 20502, 20602, 20702, 20802, 20902,
21012, 21112, 21212, 21312,

Pravé posledni uvedené cislo je prvni, ktery je délitelné 36. Nejmensi pétimistny pa-
lindrom délitelny 36 je 21312.

Z6-1-4

Sarka s Lubosem spole¢né zasadili 70 tulipanti réznych barev. Sarka neséazela zluté
tulipany a pét devitin téch, které zasadila, byly cervené. Lubos nesazel cervené tulipany
a dvé sedmnactiny téch, které zasadil, byly zluté.

Kolik zasazenych tulipant mélo jinou barvu nez ¢ervenou ¢ zlutou? (L. Hozova)

Mozné FeSeni. Pocet tulipant, které zasadila Sarka, byl nasobkem 9, poéet téch, které
zasadil Lubos, byl nasobkem 17 a spolec¢né jich zasadili 70. Pro nasobky 17 nepievysujici
70 vyjadrime rozdil od 70 a ovérime délitelnost deviti:

Lubos 17 34 51 68
Sarka 53 36 19 2

dél. 9 ne ano ne ne

Lubos zasadil 34 tulipanti, Sarka jich zasadila 36.
Cervené tulipany sazela Sarka a bylo jich g .36 = 20. Zluté tulipany sazel Lubos a bylo
jich 137 -34 = 4. Jinou barvu nez ¢ervenou ¢i zlutou mélo 70 — 20 — 4 = 46 tulipant.

10



Z6-1-5
Tt kamaradky se po letech sesly a sdélovaly si, kde ktera z nich bydli:

Prvni: ,,Ja bydlim v Hradci Kralové.«

Druhé: ,,Ja nebydlim v Opaveé.“

Tteti druhé: ,/ Ty nebydlis ani v Jihlave.“

Kamaradky opravdu bydli ve zminovanych méstech, kazda v jiném. Jedna z kamaradek

nefekla ostatnim pravdu a nebyla to ta z Opavy.
Rozhodnéte, kde kterd z kamaradek bydli. (M. Petrovad)

Mozné rfeSeni. Postupné provérime tii pripady podle toho, ktera z kamaradek nemluvila
pravdu.

Predpokladejme, Ze lhala prvni (a druhd a t¥eti mluvily pravdu):

e Prvni nemiize bydlet v Opavé (protoZe ta z Opavy nelze), ani v Hradci (protoze pak
by mluvila pravdu). Tedy prvni bydli v Jihlavé.

e Druhé nebydli v Opavé (protoze mluvila pravdu), ani v Jihlavé (protoze tam bydli
prvni). Tedy druhd bydli v Hradci.

e Na tfeti zbyvd Opava, coZ neni s ni¢im v rozporu (jako pravdomluvna tam bydlet
miize a jeji vyrok souhlasi s pfedchozim zavérem o druhé kamaradce).

Predpokladejme, ze lhala druha:

e Druhd ma bydlet v Opavé (protoZe jeji vyrok neni pravdivy) a soucasné tam bydlet
nemitze (protoze ta z Opavy nelze). To je rozporuplnd situace.

Predpokladejme, ze lhala tteti (a prvni a druhd mluvily pravdu):

e Prvni bydli v Hradci (protoze mluvila pravdu).

e Druhd nebydli v Opavé (protoze mluvila pravdu), ani v Hradci (protoze tam bydli
prvni). Tedy druhé bydli v Jihlavé.

e Na tteti zbyva Opava, coz je v rozporu s tim, ze ta z Opavy nelze.

Pouze prvni pripad nevedl k zddnému rozporu. Tedy prvni kamaradka bydli v Jihlaveé,
druha v Hradci Kralové a treti v Opave.

Z6-1-6

Ve c¢tvercové siti bydli tfi kruhy a tii trojuhelniky, kazdy v jiném poli. Kazdy tvar
ma alespon jednoho souseda, pii¢emz sousedé obyvaji pole se spolecnou stranou. Obydlena
pole tvori souvislou oblast, tedy od kazdého ke kazdému se lze dostat ptes sousedy. Kazdou
noc se kazdy tvar mize zménit podle toho, jak pres den vypadali jeho sousedé:

e pokud je tvar kruhem a mezi jeho sousedy bylo vic trojuhelnikd nez kruht, tak se
tvar zméni na trojuhelnik,

e pokud je tvar trojihelnikem a mezi jeho sousedy bylo vic kruhii nez trojihelniki, tak
se tvar zméni na kruh,

e v ostatnich ptripadech se tvar nezméni.

Priklad obydlené ¢tvercové sité a promény po jedné noci je na obrazku nize.

a) Rozmistéte tvary tak, aby se v noci neménily.
b) Rozmistéte tvary tak, aby se kazdy tvar kazdou noc zménil.
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c) Rozmistéte tvary tak, aby po nékolika nocich byly vSechny tvary stejné.

(1. Jancigovd)
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MozZné feSeni. a) Aby se zadné tvary neménily, nemiZze mit zadny kruh vic sousedi
trojuhelnikt a naopak. Rozmisténi tvard miize vypadat takto:

O|O|OIAIAIA

b) Aby se vSechny tvary ménily, musi mit kazdy kruh vic sousedi trojuhelniki a na-
opak. Rozmisténi tvarti a nasledné zmény mohou vypadat takto:

O|AO ANOIA O
AO|A O|A O A

AO
O|A

c) Aby se zmény po case ustalily, potfebujeme vic ménicich se kruhii nez trojthelniku
(¢i naopak). Rozmisténi tvart a nasledné zmény mohou vypadat takto:

o> 0> >0
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Poznamka. Systémy zalozené na podobnych pravidlech maji zajimavé souvislosti a apli-
kace, viz napt. Hru zivota.
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