74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Usttedni kolo kategorie A
Plzen, 17. bfezna 2025

MA®©

1. Pro redlna cisla a, b, ¢, d plati

1 1 1 1
at+b+c+d=0 a - 4+-+-+-=0.
a b ¢ d

Kolik z rovnosti
ab = cd, ac = bd, ad = bc

muze soucasné platit? Urcete vSechny takové pocty.

2. Najdéte nejvetsi celé cislo n s nasledujici vlastnosti: Kdykoliv je v roviné dano pét
navzajem ruznych bodt tak, ze nékteré dva z nich lezi uvniti trojuhelniku tvoreného
zbylymi tfemi body, pak lze nékteré tii z téchto péti bodl oznacit X, Y, Z tak, ze
plati n® < |4 XY Z| < 180°.

3. Necht n > 1 je prirozené ¢islo a p jeho nejvétsi prvocinitel. Pro kazdou neprazdnou
podmnozinu déliteld ¢isla n napiSeme na tabuli soucet jejich prvki. Predpokladejme,
ze jsme takto napsali vice nez p ¢isel z mnoziny {1,2,...,p+ 2} a zadné ¢islo z této
mnoziny jsme nenapsali vicekrat. Dokazte, Ze pak jsme zadné ¢islo nenapsali vicekrat.

Soutézici ma na vypracovani tloh 4,5 hodiny ¢istého casu;
pripadné dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny
v prvnich 20 minutach. Za kazdou ilohu mtize soutézici zis-
kat 7 bodii; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale
i logicka bezchybnost a tiplnost sepsaného postupu, vysledky
vSech potifebnych pisemnych nebo pamétnych vypoctt musi
byt zaznamenany. Povolené pomucky jsou psaci a rysovaci
potteby. Knihy, kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elek-
tronické pomitcky dovoleny nejsou.
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Usttedni kolo kategorie A
Plzen, 18. bfezna 2025

MA®©

4. Podél kruznice je napsano nékolik (alespon tii) navzajem raznych prvocisel. Pro kazda
dvé sousedni prvocisla uré¢ime nejvétsi prvocinitel jejich souctu. Takto ziskame az na
poradi opét stejna prvocisla, jako byla ta napsana. Najdéte vSechny mozné vychozi
mnoziny prvocisel.

(Napriklad prvocisla 2,7,3,11,17 v tomto poradi nevyhovuji, protoze odpovidajici
soucty 9,10, 14,28, 19 maji nejvétsi prvocinitele 3,5,7,7,19.)

5. Najdéte vSechna kladna celd ¢isla n s nasledujici vlastnosti: Ve ¢tvercové tabulce
n X n lze vybarvit 2n poli tak, ze zadna dvé z nich nesousedi stranou ani vrcholem
a v kazdém radku i kazdém sloupci jsou vybarvena prave dvé pole.

6. V daném ostroihlém trojihelniku ABC ozna¢me H prusecik vysek, w kruznici
opsanou a O jeji stred. Dale oznacme M stred strany BC a D # A prusecik primky
AH s kruznici w. Pfimka DM protne kruznici w v bodé E # D. Necht F' # F
je prusecik primky AFE s kruznici opsanou trojuhelniku OME. Dokazte, ze plati
|FH| = |FA|.

Soutézici ma na vypracovani tloh 4,5 hodiny ¢istého casu;
pripadné dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny
v prvnich 20 minutach. Za kazdou tlohu mtize soutézici zis-
kat 7 bodii; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale
i logicka bezchybnost a tiplnost sepsaného postupu, vysledky
vSech potifebnych pisemnych nebo pamétnych vypoctt musi
byt zaznamenany. Povolené pomucky jsou psaci a rysovaci
potteby. Knihy, kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elek-
tronické pomiticky dovoleny nejsou.
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1. Pro redlnad cisla a, b, ¢, d plati

1 1 1 1
at+b+c+d=0 a -+-+-4+-=0.
a b ¢ d

Kolik z rovnosti

ab = cd, ac = bd, ad = bc

mize soucasné platit? Urcete vSechny takové pocty. (Michal Janik)

RESENI. Ukdzeme, e vzdy plati bud dvé, nebo t¥i z rovnosti. Obé tyto moznosti
mohou skutec¢né nastat:

(i) dvé rovnosti plati napriklad pro (a,b,c,d) = (t,—t,u, —u), kde t # wu jsou libovolna
riznd kladné redlnd ¢isla. Tehdy totiz mdme ab = —t? # —u? = cd, ac = tu = bd
a ad = —tu = be. (Ze symetrie plati pravé dvé rovnosti i pro libovolnou permutaci
ctverice (t, —t,u, —u).)

(ii) vSechny t¥i zadané rovnosti plati pro obdobné ¢tvefice, kde t = u, tj. pro Ctvefice
(a,b,c,d) = (t,—t,t,—t), kde t je libovolné nenulové redlné cislo. Tehdy totiz mame
ab=—t>=cd, ac=t> =bd a ad = —t> = bc.

Déle dokazeme, ze méné rovnosti platit nemtize. VSimnéme si, ze diky druhému vztahu
jsou ¢isla a, b, ¢, d nenulova. Z prvniho vztahu plati a +b = —(c+d), coz spolu s druhym
vztahem a elementarnimi ipravami dava

a+b _(1 1):—(c+d) a+b'

ab

c d

1 1

T + b cd cd
Nyni rozlisime dva pripady.

a) Pokud plati a + b = 0, pak jsou ¢isla a, b k sobé opacnd, tedy je lze parametrizovat
jako (t,—t), kde t # 0. Kvuli prvnimu zadanému vztahu jsou pak i zbyla dvé ¢isla
k sobé opacnd a lze je parametrizovat jako (u, —u), kde u # 0. Pokud [¢t| # |ul,
nastava prvni ze dvou moznosti vyse a plati dvé rovnosti. Pokud |t| = |u|, nastavé ta
druhd moznost a plati vSechny tii rovnosti.

b) V piipadé a+b # 0 muzeme odvozeny vztah vydélit (nenulovym) souc¢tem a+ b a po
upravé dostaneme rovnost ab = cd. Analogicky pouzitim vztaht a + ¢ = —(b + d)
aa+d= —(b+ c) ukdzeme, Ze pokud zadnad dvé ¢isla nejsou opacnd, pak plati
i rovnosti ac = bd a ad = be. V tomto pripadé tedy plati vSechny tii rovnosti.

P0zZNAMKA. NiZe naznacime dva dalsi zptisoby jak dokdzat, zZe nékterd dvé z ¢isel a,
b, ¢, d jsou k sobé opa¢na. Reseni lze pak dokoncit jako v pripadé a) prvniho feSeni.

JINE RESENI. Z prvnfho zadaného vztahu vyjadiime d = —(a + b+ ¢) a dosadime do
druhého vztahu, ¢imz dostaneme

1 1

1 1
SIS =0
a b ¢ a+b+c

Vynéasobenim nenulovym vyrazem abc(a + b+ ¢) odstranime zlomky a ziskame

be(a+b+c)+acla+b+c)+abla+b+c)—abec =0,
3
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coz muzeme dale upravit na
Ve + bc + a*c + ac® + a*b + ab® + 2abc = 0.
Roznasobenim lze snadno ovérit, ze plati
(a+b)(b+c)(c+a)=bc+ b +a*c+ ac® + a’b+ ab® + 2abe = 0,

takze néktera dveé z ¢isel a, b, ¢ jsou k sobé opacna.

JINE RESENI. Vyndsobenim druhého zadaného vztahu (nenulovym) vyrazem abed
ziskame abc+ bed+cda+dab = 0. Oznacme jesté p = abed a ¢ = ab+ac+ad+bc+bd+cd
dalsi dva symetrické mnohocleny v proménnych a, b, ¢, d a uvazme polynom

Px) = (z —a)(z = b)(z — c)(z — d)

s kofeny a, b, ¢, d. Roznasobenim zavorek na pravé strané (resp. uzitim Vietovych vztaht)
dostaneme

P(z) =" — (a+ b+ c+d)z® + ¢ 2% — (abc + bed + cda + dab)z + p = 2t + qz* + p,

takze polynom P(z) je sudé funkce. Jelikoz P(x) ma kofen a, musi mit i kofen —a. Z a # 0
plyne, ze —a € {b, c,d}, takze nékterd dvé z Cisel a, b, ¢, d jsou k sobé opac¢na.
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2. Najdéte nejvétsi celé cislo n s nasledujici viastnosti: Kdykoliv je v roviné dano pét
navzdjem ruzngych bodi tak, Ze nekteré dva z nich leZi uvnitr trojuhelniku tvoreného
2bylymi tremi body, pak lze nékteré tri z techto péti bodi oznacit X, Y, Z tak, Ze plati
n° < |[XXY Z| < 180°. (Josef Tkadlec)

RESENI. Ukazeme, ze odpovéd je n = 135.

Nejdiiv dokdzeme, ze vzdy existuje konvexni thel o velikosti vétsi nez 135°. Oznac¢me
danych pét bodu pismeny A, B, C, P, @) tak, aby dva body P, @ lezely uvnitt
trojuhelniku ABC.

Uvazme ptimku P@Q). Pokud prochazi jednim z vrcholi A, B, C', pak mame trojici X,
Y, Z spliujici | XY Z| = 180°. Predpoklddejme tedy, ze piimka PQ) protind dvé strany
trojihelniku ABC' ve vnitinich bodech. Bez ijmy na obecnosti nechf jsou to strany AB,
AC, pricemz body P, @ lezi na primce v poradi jako na obrazku vlevo (tj. prusecik
primky PQ s AB je blize k P nez ke Q). Pak lze trojihelnik ABC rozdélit na konvexni
¢tyrtihelnik BPQC a trojihelniky ABP, APQ, AQC.

A

.
/%

K ’

B C B C

Soucet velikosti ¢tyT vyznacenych Cervenych (jednoprouzkovych) ihli a dvou modrych
(dvouprouzkovych) hli u vrcholi P, @ je 2-360° = 720°. Pritom soucet velikosti modrych
uhli je mensi nez 180°, nebof jsou to vnitini thly v trojihelniku APQ. Takze soucet
velikosti ¢tyT cervenych uhli je vétsi nez 720° — 180° = 540°, a tedy aspon jeden z nich
je vétsi nez 540°/4 = 135°, jak jsme chtéli dokazat.

Ve druhé c¢ésti feseni popiseme pétici bodi, ve které ma kazdy konvexni tihel velikost
nejvyse 136°.

Uvazme rovnostranny trojuhelnik ABC' a uvnitt néj bod I takovy, ze |BI| = |CI|
a |xBIC| = 90°. Na tuseckach BI, CI zvolme po tadé body P, Q tak, ze |[[P| = |IQ)|
a |[XPAI| = 1°. Tvrdime, Ze pétice boda A, B, C, P, @) mé pozadovanou vlastnost.
K tomu nam poslouzi tfi pozorovani:

(i) Plati |xBPQ| = 135°, protoze trojihelnik I PQ je rovnoramenny a pravothly.
(ii) Plati |<APB| = |<AIP| + |<PAI| = 135° 4+ 1° = 136°.
(iii) Plati |/ PC| < 90°, protoze trojihelnik /PC' mé pravy thel u vrcholu I.

Uvazme libovolny konvexni tthel XY Z na péti bodech A, B, C, P, (). Rozlisime

pripady podle toho, ve kterém bodé je jeho vrchol Y.
e Pokud Y = A, pak [4XYZ| £ |[94BAC| = 60°, jelikoz trojuhelnik ABC je
rovnostranny. Stejné zdivodnime i pripady Y = Ba Y =C.
e Pokud Y = P, pak:
« Pro X, Z € {B, C,Q} podle pozorovani (i) plati |[<XY Z| < |4<BPQ| = 135°.

5
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« V opacném pripadé bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze X = A. Pak
podle pozorovani (ii) mame |<APB| = 136°. A podle pozorovani (iii) mame
| XAPQ| < |XAPC| = |5 API| + |5IPC| < 44° 4+ 90° = 134°.

e Pripad Y = ) zdivodnime stejné jako pripad Y = P.

PozNAMKA. Tvrzeni tlohy souvisi s nasledujici otdzkou: Pro dané n = 3 a dany
uhel a rozhodnéte, zda kazdd mnozina n bodl v roviné obsahuje tii body, které urcuji
(konvexni) tihel velikosti alespori «.

V roce 1941 dokazal G. Szekeres* nésledujici tvrzeni: Kdykoliv n = 2%, kde k = 2,
pak v roviné existuje mnozina n bodu takovych, ze vsechny konvexni thly jimi urcené
maji velikost nejvyse (1 — 1/k) - 180° 4+ £°, kde € je libovolné malé kladné ¢islo. Specidlné
pro k = 4 tedy existuje mnozina 2* = 16 bodil roviny, ve které kazdé tii body uréuji
konvexni thel velikosti nejvyse 135,01°. Idea konstrukce je naznacena na obrazku.

V roce 1960 pak P. Erdds a G. Szekeres spoletné dokézali** nasledujici tvrzeni:
Kdykoliv n = 2%, kde k > 3, pak kazda mnozina n bodfi v roviné ur¢uje konvexni tihel
velikosti alesponi (1 — 1/k) - 180°. Specialné tedy kazda mmnozina 16 = 2* bodf roviny
urcuje thel velikosti alespon (1 —1/4) - 180° = 135°.

Pro obecny pocet bodl n je tato otazka stale oteviena.

* Jde o Theorem 1 v ¢éldnku On an Extremum Problem in the Plane
https://www.jstor.org/stable/pdf/2371290.pdf.
** Jde o Theorem 1 v ¢élanku On Some Extremum Problems in Elementary Geometry
https://combinatorica.hu/"p_erdos/1960-09.pdf.

6


https://www.jstor.org/stable/pdf/2371290.pdf
https://combinatorica.hu/~p_erdos/1960-09.pdf

74. ROCNIK MO (2024/2025) IV. KOLO KATEGORIE A

3. Necht n > 1 je prirozené cislo a p jeho nejvétsi prvocinitel. Pro kaZdou neprdzdnou
podmnozinu déliteli c¢isla n napiSeme na tabuli soucet jejich prvku. Predpoklddejme,
Ze jsme takto napsali vice neZ p ¢isel z mnoziny {1,2,...,p+ 2} a Zdadné cislo z této
mnoziny jsme nenapsali vicekrat. Dokazte, Ze pak jsme Zadné cislo nenapsali vicekrdt.

(Zdenék Pezlar)

RESENT. UkéZeme, ze podminkdm tlohy vyhovuji jen ¢sla tvaru n = 2% pro k > 1
a déle ta ¢isla tvaru n = 28 . (2871 4 1)f) kde 28! 4 1 je prvoéislo (tzv. Fermatovo
prvocislo) pro k,¢ = 1. Pritom ovéfime, ze pro kazdé takové ¢islo n plati pozadovany
ZAver.

Predpokladejme, ze dané ¢islo n vyhovuje podminkam tlohy. Potom vSechna cisla
{1,2,...,p+2} az na nejvyse jedno jsou na tabuli napsana pravé jednou. Oznac¢me D(n)
mnozinu délitela ¢isla n. Ziejmé plati 1 € D(n).

Nejdiive ukazeme, ze n je sudé. Sporem predpokladejme, ze n je liché, tedy ze plati
2 ¢ D(n) ap = 3. Kdyby platilo 3 ¢ D(n), pak by na tabuli chybéla ¢isla 2 a 3, coz
odporuje podminkam tlohy. Takze plati {1,3} C D(n) a na tabuli se objevi ¢isla 1, 3
a 1+ 3 =4 (naopak ¢islo 2 na tabuli jisté chybi). Podobné kdyby platilo 5 ¢ D(n), pak
by na tabuli chybéla ¢isla 2 a 5 < p + 2, coz nelze. Takze {1,3,5} C D(n) a p = 5.
Myslenku zopakujeme jesté do ttetice: kdyby platilo 7 ¢ D(n), pak by na tabuli chybéla
¢isla 2 a7 < p+ 2, coz nelze. Takze {1,3,5,7} C D(n) a p = 7. Ale to je hledany spor,
protoze soucet 8 < p + 2 se pak na tabuli objevi vicekrét, a to jako 1 +7 =3 + 5.

V dal$im textu predpokladejme, ze n je sudé. Oznacme k = 1 nejvétsi prirozené cislo,
pro které je 2% délitelem n (tedy 2% | n, ale 2841 { n).

Pokud n = 2%, pak p = 2 a D(n) = {2°,2!,22 ..., 2%}, Diky jednoznacnosti zapisu
ve dvojkové soustavé jsou soucty ruznych podmnozin mnoziny D(n) pravé vSechna ruzna
¢isla od 1 po 281 — 1. Plat{ tedy pozadovany zavér (a diky nerovnosti 25+ > 2 + 2 plati
pro kazdé k = 1 i podminky tlohy).

Déle predpokladejme, ze n je délitelné i néjakym lichym prvocislem a ozna¢me ¢ to
nejmens{ z nich. Pak nutné plati ¢ < p < p + 2. UkédZzeme, ze plati ¢ = 2871 + 1. K tomu
rozlisime tii pripady:

(i) Kdyby platilo ¢ < 281 —1, pak by se na tabuli zopakovalo ¢islo ¢: jednou jako soucet
vhodnych mocnin dvojek, jednou jako soucet jednoprvkové mnoziny {q}. To nelze.
(ii) Jisté plati g # 2¥+1, protoze ¢ je liché, zatimco pravé strana je suda.
(iii) Kdyby platilo ¢ = 28! + 2, pak by na tabuli chybéla 2¥+1 a 281 + 1 < p + 2. To
také nelze.

Pokud tedy n obsahuje ve svém rozkladu néjaka licha prvocisla, pak to nejmensi
z nich splituje ¢ = 2¥+! 4+ 1. Tehdy se diky podmnozindm déliteli ¢isla 2% na tabuli
objevi pravé jednou kazdé z &sel od 1 po 25+ — 1. Nésledné chybi ¢islo 251! a objevi se
¢islo 281 + 1 = ¢. A nasledné piictenim ¢ k souctiim vsech podmnozin délitell ¢isla 2%
vyjadifme pravé jednou kazdé z ¢isel v rozmezi od ¢ = 2571 +1 po g + (28! — 1) = 2842,
Tim jsme zohlednili souéty vSech podmnozin mnoziny {2°,21, ... 2% ¢} déliteli &isla n.

Déle ukézeme, Ze ¢islo n nemtze ve svém rozkladu kromé g = 25+ + 1 obsahovat
uz zadné jiné liché prvocislo rizné od q. Sporem predpokladejme opak a oznac¢me r > ¢
nejmensiho lichého prvocinitele vétsiho nez ¢. Opét rozlisime tii pripady:

(i) Pripad r < 2F*+2. Pak se na tabuli zopakuje ¢islo 7, coz nelze.

7
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(ii) Pifpad r = 2¥+2 4 1. Pak se na tabuli zopakuje ¢islo 2872 + 2 =7 +1 < p+2: Je to
totiz jednak soucet déliteli r a 1, jednak primo délitel 2¢q (n je sudé).

(iii) P¥ipad r 2= 282 4 2. Tvrdime, Ze pak kromé é&isla 28! na tabuli chybi i é&islo
2k2 1 1 = 2¢ — 1: to je totiz v&tsi nez soucet libovolné podmnoziny déliteli
{2021 .. 2% ¢} a soucasné je mensi nez libovolny jiny délitel ¢isla n. Jelikoz
2¢ — 1 <r < p+ 2, tento pripad odporuje podminkam tlohy.

K dokonéeni feseni tedy zbyva uvazit ¢isla n tvaru n = 2% - ¢¢, kde ¢ = 21 + 1
je prvocislo a ¢ = 1. Kazdé takové n jisté spliuje podminky tlohy, nebot z cisel
{1,2,...,p+ 2 = ¢+ 2} na tabuli chybi jediné &slo, a to 287! = ¢ — 1. Dokazeme, Ze
kazdé takové n splnuje i zavér ilohy. Vyuzijeme k tomu jednoznacnost zapisu ve dvojkové
soustaveé a v soustavé o zakladu gq.

Nejprve si uvédomme, Ze vsichni délitelé n jsou tvaru 2¢¢’. Sec¢teme-li viechny délitele
s pevnym j, dostaneme

¢ 20 4.+ 25 = (2" - D = (¢ - 2)¢,

coz je mensi nez ¢?1. Soucet jen nékterych z téchto délitelt je proto tvaru cj - ¢, kde
c; € {0,1,...,q — 2}. Uvazime-li tedy libovolné ¢islo na tabuli a jeho zépis v soustavé
o zékladu ¢, musi piispévek u mocniny ¢/ vzniknout jako souc¢et nékterych z délitelii s ¢/
v prvociselném rozkladu. Z koeficientu u ¢/, ktery je nanejvys g — 2, pak diky jednoznaé-
nosti zapisu ve dvojkové soustavé uz jednoznacéné plyne, které z déliteltt ¢/, 2¢7, ..., 2%¢
se v souctu vyskytly. Celkem tak k ¢islu napsanému na tabuli miize prisluset jen jedina
podmnozina mnoziny délitela D(n), jak jsme chtéli ukdzat.

POZNAMKA. Z vyse uvedeného FeSeni vyplyva, ze:

(i) Pro n = 2* se na tabuli objevi ¢isla 1,2, ..., 21 — 1.

(ii) Pro n = 2F - ¢/, kde ¢ = 2**! 41 je prvocislo a k,¢ > 1, se na tabuli objevi praveé ta
Cisla, kterd jsou pri vyjadreni v soustavé o zdkladu ¢ nejvyse (¢ 4+ 1)-mistnd a nikde
neobsahuji , ¢islici ¢ — 1.
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4. Podél kruznice je napsdno nékolik (alespon tri) navzdjem riznijch prvocisel. Pro kazdd
dveé sousedni prvocisla urcime nejvetsi prvocinitel jejich souctu. Takto ziskame azZ na
poradi opet stejnd prvocisla, jako byla ta napsand. Najdéte vsechny mozné vychozi
mnoziny prvocisel.

(Napriklad prvocisla 2,7,3,11,17 v tomto poradi nevyhovuji, protoZe odpovidajici
soucty 9,10, 14, 28,19 maji nejvétsi prvocinitele 3,5,7,7,19.) (Michal Janik)

RESEN{. Ukézeme, Ze jedind takova mnozina je {2,3,5,7}.

Uvazme libovolnou vyhovujici mnozinu M prvocisel a oznac¢me p nejvétsi z nich.
Jelikoz jsou v M alespon tii prvodisla, plati p = 5. Podle zadani je soucet nékterych dvou
ruznych prvocisel z M nasobkem p. Soucet libovolnych dvou riznych prvocisel z M je ale
mensi nez p + p = 2p (a je kladny), takze tento soucet musi byt roven prave p. Jelikoz
p je liché, musi byt jedno ze séitanych prvocisel sudé, tedy musi byt rovno dvéma, a to
druhé musi byt proto rovno p — 2. Tedy 2 € M a p— 2 € M. Vsimnéme si také, ze p — 2
je druhym nejvétsim cislem v M; ¢islo p — 1 2 4 je totiz sudé a vétsi nez 2, takze neni
prvocislem z M.

I prvocislo p — 2 musi byt nejvétsim prvocinitelem souctu nékterych dvou riznych
prvocisel z M. Nejvétsi mozny soucet dvou ruznych ¢isel z M jep+ (p—2) =2p—2 <
< 3(p — 2), kde posledni nerovnost je ekvivalentni s p > 4. Takze tento soucet musi byt
roven bud 2(p — 2) nebo p — 2. Ukazeme, ze v obou pripadech plati p —4 € M.

(i) Uvazme prvni ptipad, kdy soucet je roven 2(p — 2). Sc¢itance nemohou byt stejné,
takze ten vétsi z nich musi byt vétsi nez p — 2. Jediné takové ¢islo v M je p, takze
druhy s¢itanec musi byt 2(p —2) —p =p — 4.

(ii) Ve druhém pripadé, kdy soucet je roven p — 2, postupujeme stejné jako v druhém
odstavei Feseni: Prvocislo p — 2 = 3 je liché, tedy jeden ze sc¢itancu je 2 a druhy je
p—2)—2=p—4.

Ukéazali jsme, ze mnozina M obsahuje prvocisla p, p — 2 a p — 4. Jedina tii po sobé
jdouci licha prvocisla jsou 3, 5 a 7 (jedno z nich totiz musi byt délitelné tfemi). Vime
také, ze 2 € M a jelikoz p = 7 je podle predpokladu nejvétsi prvocislo v M, jina prvocisla
M obsahovat nemitize.

Zbyva rozhodnout, zda mnozina {2,3,5,7} vyhovuje zadani. Pokud ¢isla napiSeme
podél kruznice v poradi 2, 5, 3, 7, dostaneme postupné soucty 7, 8, 10, 9 s nejveétsimi
prvociselnymi déliteli postupné 7, 2, 5, 3. Takze mnozina {2, 3,5, 7} opravdu vyhovuje.
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5. Najdéte vsechna kladnd celd cisla n s nasledujici vlastnosti: Ve ctvercové tabulce n xn
lze vybarvit 2n poli tak, Ze Zddnd dvé z nich nesousedi stranou ani vrcholem a v kazdém
radku i kazdém sloupci jsou vybarvend prdve dveé pole. (Jakub Stepo)

RESENI. Dokazeme, 7e vyhovuji pravé viechna n > 8.

Nejdiiv dokazeme, Ze zadné n < 7 nevyhovuje. Ziejmé n = 1 nevyhovuje, pron = 2 se
zamérme na dolni dva radky tabulky. V téch jsou dohromady 4 vybarvena pole, pfitom ale
zadna dvé vybarvena pole nemohou byt ve stejném sloupci ani v sousednich sloupcich.
Mezi ¢tyfmi obsazenymi sloupci tak museji byt alespon tii neobsazené, takze celkovy
pocet sloupcti je alespon 4 4+ 3 = 7.

Navic pokud by sloupci bylo presné 7 (tj. n» = 7), muselo by byt po jednom
vybarveném poli pravé v prvnim, tfetim, patém a sedmém sloupci zleva. Specidlné tedy
v jednom z dolnich dvou radkt musi byt vybarvené prvni pole. Zopakovanim stejného
argumentu pro nasledujici dva radky (tfeti a ¢tvrty zdola) a nasledujici dva radky (paty
a Sesty zdola) zjistime, ze v alespon trech fadcich musi byt vybarvené prvni pole, coz
ovsem nelze.

Zbyvéa dokazat, ze pro kazdé n = 8 lze pole pozadovanym zptisobem vybarvit. Resen{
pripadu n = 8 je na obrazku 1 (lze dokédzat, ze je az na zrcadleni jediné).

Déle necht n = 9. Pole v z-tém sloupci zleva a y-tém fadku zdola znac¢me (z,y).
Uvazme nejdiiv tabulku 7" na obrazku 2 vlevo, kde obarvena pole jsou pravé ta se
souradnicemi (7,7) a (i, (¢ +2) mod n) proi € {1,2,...,n}. Ziejmé kazdy radek i sloupec
obsahuji pravé dvé obarvena pole, ale néktera obarvena pole sousedi. Z tabulky 7" nyni
vyrobime vyhovujici tabulku T” tak, ze sloupce T vhodné preskldddame. Po libovolném
preskladani sloupcti bude zrejmé platit, ze kazdy tadek i sloupec obsahuji pravée dve
obarvena pole, takze staci zajistit, aby zadna dvé obarvena pole nesousedila.

Rozlisime dva ptipady podle toho, jestli n je liché nebo sudé.

(i) Pfipad n = 2k — 1 pro k = 5: Sloupce preskldddme v poradi

1, k+1,2 k+2, ..., k—12k—1, k

jako na obrazku 2 uprostred.
(ii) P¥ipad n = 2k pro k = 5: Sloupce podobné preskladame v poradi

L k+1,2 k+2 ..., k—1 2k—1, k, 2k
10
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T T pron=29 T’ pron =10
Obr. 2

jako na obrazku 2 vpravo.

V obou pripadech plati, ze modulo n se ¢isla kazdych dvou sousednich sloupcii lisi
alespon o k — 1, takze ¢isla radkt, ve kterych maji tyto dva sousedni sloupce obarvena
pole, se lisi alespon o (k— 1) — 2. Jelikoz k 2 5, plati (k—1) —2 2 2, takze zadna dvojice
sousednich sloupct neobsahuje obarvena pole v sousednich radcich.

PozZNAMKA. MoZnych konstrukeci pro n = 9 je vice a lze je popsat vice zpu-
soby. Napriiklad lze dokézat, ze vyhovuje vybarveni policek tvaru A = (k, 2k mod n)
a B = (k,2k + 5 mod n), kde fadky (odspodu) a sloupce (zleva) ¢islujeme od 0 po n—1
a ¢islo k probihd hodnoty k € {0,1,...,n — 1}, viz obr. 3. Pole Ay, (zelend) v sousednich
sloupcich nesousedi, jelikoz se jejich y-ové soutradnice lisi alespon o 2. Podobné pole By
(modré). Pole By a Ag41 nesousedi, jelikoz jejich y-ové souradnice se lisi (mod n) prave
o0 3, podobné se y-ové souradnice poli Ay a By 1lisi o n — 7 = 2. Vyznacend pole tak ne-
sousedi. A ziejmé v pripadé sudého n se pole Ay objevi dvakrat v kazdém sudém radku a
By, dvakrat v kazdém lichém tadku. V pripadé lichého n se zifejmé v kazdém radku objevi
jedno pole Aj a jedno pole By.

I
Uvedené obarveni pro n po tadé 9, 10, 14, 15.

Obr. 3
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6. V daném ostrouhlém trojihelniku ABC' oznacme H prusecik vysek, w kruznici opsa-
nou a O jeji stred. Ddle oznacme M stred strany BC' a D # A prusecik primky AH

s kruznici w. Primka DM protne kruznici w v bodé E # D. Necht F # E je prusecik
primky AE s kruznici opsanou trojuhelniku OME. Dokazte, Ze plati |FH| = |FA|.
(Michal Pecho)

RESENT. Ozna¢me X # A prisecik pifmky AO a kruznice w, tedy bod ,naproti“ A na
kruznici w. Je zndmo, ze ¢tyttuhelnik BXCH je rovnobéznik — primky BX a C'H jsou totiz
obé kolmé na AB, a tedy rovnobézné, a podobné jsou rovnobézné i primky BH a C'X.
Bod M jakozto stied jeho thlopricky BC je tedy i stfedem jeho druhé uhlopticky H.X.

Dale dopocitanim uhla ukdzeme, ze bod X lezi i na kruznici opsané trojuhelniku
OME (viz obrazek vlevo). Jelikoz O lezi na ose strany BC, mame OM L BC, takze
OM je rovnobézna s AD. To spolu s rovnosti obvodovych thla ptislusnych oblouku DX
na kruznici w dava

|SMOX| = |4DAX| = |9DEX| = |<MEX],
takze ¢tyrihelnik MOEX je tétivovy, jak jsme avizovali.

Zbytek je opét dopocitavani ahla (viz obrazek vpravo). Jelikoz plati |<FEX| =
= |SAEX| = 90°, tsecka FX je prumérem kruznice opsané trojihelniku OME. Proto
plati [ FOX| = 90°, tedy FO je kolmice na tsecku AX prochazejici jejim stfedem O.
Spojnice FO je proto osou usecky AX, takze plati |[FA| = |FX|. Podobné plati
i |xFMX| = 90° takze F'M je osou usecky XH a plati |[FX| = |FH|. Dohromady
tak dostavame pozadované |FA| = |FX| = |FH|.

12
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P0OzZNAMKA. Pro zajimavost uvedme, Ze vsechny kroky vzorového feseni, ve kterych
se pocitalo s velikostmi 1hli, jsou specialnimi ptripady nasledujiciho lemmatu zvaného
Reimova véta*:

Necht body A, B, Y, X lezi na jedné kruznici. Na primkach AX a BY jsou po radé
dany body C a D. Pak body C, D, Y, X lezi na jedné kruznici pravé tehdy, kdyz primky
AB, CD jsou rovnobézné.

Ve zbytku této poznamky ukazeme, jak 1ze Reimovu vétu pouzit. Ozna¢me tentokrat
X # E druhy prusecik kruznice opsané trojuhelniku OM E' a kruznice w. Reimovu vétu
pouzijeme trikrat pro tyto dvé kruznice, bude se ménit jen poradi odpovidajicich bodi.

Z Reimovy véty pro prusecik A" # X piimky XO s kruznici w plati A’D || OM,
tedy A" = A (obrazek vlevo). Dalsi aplikaci Reimovy véty je piimka AA (neboli te¢na
v bodé A ke kruznici w) rovnobéznd s OF, proto je OF kolméa na AO, tedy je osou
tsecky AX (obrézek uprostied). Napotieti Reimova véta pro prusecik Y # X primky
XM a kruznice w dava FM || AY L XY (obrazek vpravo), tedy F'M je osou tsecky H X
diky zndmému faktu, ze M je jejim stiedem (dokdzanému v prvnim reseni). Celkem je
tedy bod F stejné vzdalen od vSech bodu A, X i H, z ¢ehoz jiz plyne dokazované tvrzeni.

dokresli jiny bod. Predpoklddejme, ze body A, F', E lezi na pfimce v tomto poradi
(ostatni pripady se zduvodni analogicky).

Zamérme se na trojuhelnik ADE. Jelikoz body O, M, E, F lezi na kruznici, plati
|OM D| = |<OFE|. Na primce AD dokresleme bod J tak, ze |[SOJA| = |[<OMD| =
= |<OFE|. Pak ¢tyrthelniky DMOJ a AJOF jsou oba tétivové (dokazali jsme vlastné
tzv. Miquelovu vétu™*). Navic shodnym thlim |<OM D|, |<OFE|, |<OJA| v ptislusnych
kruznicich odpovidaji shodné tsecky OD, OFE, OA, takze tyto tri kruznice opsané

* Anton Reim (1832-1922) pochdzel z dnesniho O¢ihova v okrese Louny.
** https://en.wikipedia.org/wiki/Miquel’s_theorem
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¢tyrihelnikim DMOJ, CEOM a AJOF jsou shodné. Je znamo, ze diky tomu je
jejich prusecik O i prusecikem vysek trojihelniku JF M s vrcholy ve zbylych prisecicich
téchto kruznic (problém tzv. Johnsonovych kruznic*). Specidlné plati JF 1L OM, takze
z rovnobéznosti OM || AH plyne, ze bod J splyva s patou kolmice z bodu F k tise¢ce AH.

K dokonceni dikazu staci ukazat, ze J je stfedem tsecky AH. K tomu postaci, kdyz
ukdzeme, ze Ctyttuhelniky JHMO a AJMO jsou rovnobézniky.

Jelikoz OM || JD, je tétivovy ¢tyfihelnik JDMO lichobéznikem, takze je rovno-
ramenny. Zaroven je znamé, ze bod D je obrazem bodu H v osové soumérnosti podle
piimky BC. Z toho plyne, ze JHMO je rovnobéznik. To, ze i AJMO je rovnobéznik,
plyne ze shodnosti thlopticek JM, OD rovnoramenného lichobézniku JDMO a ze shod-
nosti polomért OD, OA kruznice w.

* https://en.wikipedia.org/wiki/Johnson_circles, jde o zobecnéni populdrni dlohy G. Titeicy
z roku 1908 o pétileiovych mincich, kterd se objevila i v logu 40. mezinarodni matematické olympiady.
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