74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Ulohy gkolniho kola kategorie C

1. Ctvercovou tabulku 4 x 4 vybarvujeme ¢tyfmi riiznymi barvami tak, aby kazdé pole
tabulky bylo vybarveno pravé jednou barvou. Rozhodnéte, zda lze nalézt obarveni,
v némz bude kazda barva v kazdé z deviti mensich tabulek 2 x 2 a také
a) v kazdém tadku a v kazdém sloupci,
b) v kazdém fadku.

2. Patrik napsal na tabuli dvé prirozena ¢isla. Vsiml si, ze jejich soucet je prvocislo 313,
které je navic délitelem souctu jejich nejvétsiho spoleéného délitele a nejmensiho
spolecného nasobku. Ktera cisla Patrik na tabuli napsal?

D/
3. List papiru o rozmérech 2 x 1 prelozime jako na obrazku tak, p  F C
7e vrchol A splyne se stiedem A’ tsecky BC. Urcete obsah |r
prelozené ¢asti, tj. ¢tyfuhelniku A’D'FE. | A
|
A F B

Skolni kolo kategorie C se kona
v utery 28. ledna 2025

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni uloh 4 hodiny c¢istého casu; pripadné
dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich
20 minutach. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodi;
hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu, vysledky vsech
potfebnych pisemnych nebo pamétnych vypocti musi byt
zaznamendny. UspéSnym fesitelem je ten 7k, ktery zisks
10 bodu nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a ryso-
vaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky
ani zadné jiné elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto
udaje se zakum sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Ctvercovou tabulku 4 x 4 vybarvujeme ctyrmi rizngmi barvami tak, aby kaZdé pole
tabulky bylo vybarveno prdave jednou barvou. Rozhodnéte, zda lze nalézt obarvent,
v némz bude kazdd barva v kaZdé z deviti mensich tabulek 2 X 2 a také

a) v kazdém radku a v kaZdém sloupci,

b) v kazdém rdadku. (Jaroslav Svréek)

RESENI. Ve viech fesenich budeme &slovat fadky shora a sloupce zleva. Ctverce 2 x 2
pro zjednodusSeni zapisu pojmenujeme levy horni, horni, pravy horni, levy, prostredni,
pravy, levy dolni, dolni, pravy dolni. Barvy oznac¢ime pro zjednoduseni zapisu pismeny
A, B, C, D.

a) Ukazeme, ze tabulku nelze vyplnit pozadovanym zpusobem.

Diitkaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze tabulku 4 x 4 1ze vyplnit barvami A,
B, C, D pozadovanym zpusobem. Uvazujme prostiedni ¢tverec 2 x 2. Necht jsou jeho
¢tyti policka (bez ijmy na obecnosti) vyplnéna ¢tyfmi ruznymi barvami A, B, C, D ve
shodé s obrazkem.

Podle zadani pak ale v druhém poli prvniho fadku uz nemutze byt ani barva C,
protoze ve druhém sloupci jiz barvu C' mame, a ani barvy A a B, protoze tyto barvy
jsou jiz obsazeny v hornim ctverci 2 x 2. Proto v druhém poli prvniho radku musi byt
barva D. Z podobného divodu musi byt barva D i v prvnim poli druhého radku. To
ovsem znamena, ze v levém hornim ¢tverci 2 x 2 je barva D dvakrdt, coz je spor.

b) Tabulku lze pozadovanym zptusobem obarvit, viz obréazek:
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JINE RESENI ¢dsti a). Zacnéme od horniho fddku, ten obarvime bez jmy na obecnosti
barvami A, B, C'; D v tomto potradi. Pak druhy fadek uz ma jednoznacné obarveni po
rade C', D, A, B, protoze na prvnich dvou mistech musi kvili podmince na levy horni
¢tverec 2 X 2 byt barvy C, D a zaroven C' nemuze byt (podminka pro horni ¢tverec) na
druhém poli. Podobné B muze byt jen na poslednim poli. Aplikovanim stejné tvahy na
treti fadek odvodime, Ze ve tfetim Ffadku musi byt barvy A, B, C', D v tomto poradi.
Pak ale bude v prvnim sloupci barva A dvakrat.
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JINE RESENT ¢asti a). Pokud druhé policko druhého fddku obarvime jednou z danych
¢ty barev, oznac¢me ji bez Gjmy na obecnosti jako D, pak musi byt tato barva v prvnim
radku (dle podminky pro levy horni a horni ¢tverec) jediné ve ¢tvrtém policku a ve tfetim
radku (dle podminky pro levy a prostiedni ¢tverec) také jediné ve ¢tvrtém policku. To
uz je spor, protoze ve ¢tvrtém sloupci bude barva D dvakrat.

Za 1plné TeSeni udélte 6 bodu. Z toho 5 bodii za ¢dst a) a 1 bod za ¢ast b). Za nepfesnou nebo neiplnou
argumentaci v ¢asti a) strhnéte nejvyse 2 body.
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2. Patrik napsal na tabuli dvé prirozend cisla. Vsiml si, Ze jejich soucet je prvocislo 313,
které je navic délitelem souctu jejich mejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho
spolecného nasobku. Kterd cisla Patrik na tabuli napsal? (Patrik Bak)

RESENI. Ozna¢me hledana ¢isla a, b. Vsimneme si nejprve, ze &sla a, b jsou ne-
soudélna. Pokud by totiz byla soudélna, jejich soucet by byl délitelny jejich nejvétsim
spolecnym délitelem a nemohl tak byt prvocislem. Tedy nejvétsi spolecny délitel cisel
a, b je 1 a jejich nejmensi spoleény nasobek je ab. Nase podminky tak znamenaji, Ze
a+b=2313a313|ab+ 1.

Déle mame nékolik zptisobi, jak pokracovat v feseni:

1. Vime, Ze 313 = a + b. Potom podminka ze zaddni ma tvar 313 | (313 — b)b + 1, tj.
313 | b2 —1 = (b— 1)(b + 1). Jelikoz 313 je prvocislo, musi byt 313 | b — 1 nebo
313 | b+ 1. Vzhledem k tomu, ze nutné 313 = a+b > b > 0, mame bud 313 = b+ 1
nebo b—1 = 0. Prvni moznost dava reseni b = 312, a = 1, druha moznost dava reseni
b=1, a=312.

2. Vyuzitim podobné myslenky jako byla v tloze 4 z domaciho kola pouzijeme rozklad

ab+1l=ab+1—a—b+a+b=(a—1)b—1)+(a+b)=(a—1)(b—1)+ 313,

ze kterého plyne, ze 313 je délitelem (a—1)(b—1). Jelikoz 313 je prvocislo a a, b < 313,
plyne z toho uz nutné @ = 1 a b = 312 nebo a = 312 a b = 1. Alternativné lze také
pouzit rozklad ab+14+a+b—a—b=(a+1)(b+1)— 313.

3. Vyuzijeme toho, ze pokud 313 = a + b, tak 313 | a(a + b) a jelikoz také 313 | ab + 1,
tak 313 déli i rozdil téchto dvou cisel, ktery si vhodné upravime a dostaneme:

313 | ala+b) — (ab+1) =a®> =1 = (a —1)(a + 1).

Jelikoz 313 je prvodislo, tak mame 313 | a — 1 nebo 313 | a + 1. V prvnim piipadé
nutné a =1, b=312, nebo 313 =a+b >a — 1.
Vidime, ze vyhovuji dvé dvojice: (312,1) a (1,312).

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Za tvrzeni, ze ¢isla a, b jsou nesoudélnd udélte 1 bod. Za prepis podminek
na a+b =313 a 313 | ab+ 1 udélte dalsi 1 bod. Za dokonéeni Feseni udélte 4 body. Za numerickou chybu
strhnéte max. 1 bod.
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D/
3. List papiru o rozmérech 2 X 1 preloZime jako na obrazku tak, p  F C
Ze vrchol A splyne se stredem A’ usecky BC. Urcete obsah |r
preloZené cdsti, tj. ctyrihelniku A’D'FE.  (Tomas Bérta) | A
|
RESENT %7 e 15 I
RESENI. Odpoved je 32. A E B

Oznacme Y, Z po fadé stiedy stran CD, AB a X prusecik YZ s AA'. Pak je XZ
rovnobézné s BC' a protoze Z je stied strany AB, je XZ stiedni prickou trojihelniku
ABA'. Proto je X stfedem tsetky AA’ a plati [XZ| = 1|4'B.

e,

A Z \E B

Protoze |AE| = |EA'|, je trojihelnik AE A’ rovnoramenny, a proto je jeho téZnice
XFE kolmé na AA’. Z toho plyne, Ze

|9ZXE| =90° — |[4AXZ| = 90° — (90° — |s EAX|) = |SEAX]|.

Trojthelniky XZFE a ABA’ jsou proto podobné podle véty uu (oba jsou pravotihlé).

Pomér podobnosti téchto dvou trojuhelniki je [XZ| : |[AB] = 1 : 2 =1 :8 =

= |ZE|: |AB|. Odtud |ZE| = §|BA'| = § - 5 = 7. Trojthelniky XY F a XZE jsou
podobné opét podle véty wu v poméru |[XY]| : |XZ| = (1—1) : + = 3 : 1. Proto
[FY|=3|ZE| = 3. Dale |AE| = |AZ|+|ZE| = 1+ & = T o |DF| = |DY|~|FY| = 1.
Obsah prelozené ¢ésti, tj. ctyfthelniku A’D'FE, je shodny s obsahem lichobé&zniku

AFEFD a ten je podle vzorce pro obsah lichobézniku roven w = % (% + %) = 1—2.

JINE RESENT{ (bez podobnost{). Odlisnym postupem vyjadifme obsah S ¢tyfthelniku
A'D'FE. Je to lichobéznik, takze ze vzorce pro obsah lichobézniku mame S = “TJFC, kde

a=|A'"E| ac=|D'F|. Zaroven vime, ze |A'E| = |AE| =a a |D'F| = |DF| =c.

D/
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Z Pythagorovy véty pro trojihelnik FBA’ mame

1\ 2

2:2_ 2 -

@ =2-at+(3)
7
odkuda:i—ﬁ.

Podobné pomoci Pythagorovy véty pro trojihelniky FA'D" a FA'C vyjadiime dvojim
zpusobem druhou mocninu délky prepony |FA’|

1\ 2
1+02=|FA/|2:(2—C)2+<§> ,

odkud ¢ = 12. Dohromady S = (a+¢)/2 =5 (1L + 12) = 12.

Za tplné Teseni udélte 6 bodi. Za zduvodnéné tvrzeni o podobnosti trojihelnikt z prvniho feseni udélte
2 body, 3 body pokud je urcen a zdivodnén i spravny pomér podobnosti.

V obou feSenich za spravny vypocet délky jedné z tise¢ek AE nebo DF udélte 3 body a za spravny
vypocet délek obou tisecek 5 bodi. Za spravny findlni vypocet obsahu lichobézniku udélte 1 bod. Jenom
za uvedeni vzorce pro obsah lichobézniku body neudélujte.

Za numerickou chybu strhnéte max. 1 bod.



