74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Ulohy doméciho kola kategorie C

1. List papiru ve tvaru obdélniku ABC' D o rozmeérech a x b, kde a > b, preloZime jako na
obrdzku tak, Ze vrchol A splyne s bodem C. Zduvodnéte, pro¢ pro obsah S vysledného
petithelniku PBCQR plati %ab < S < %ab.

Q

D C R C

(Josef Tkadlec)

RESENT. V tomto i dalsich feSenich budeme vyrazem [XY Z] znaéit obsah mnoho-
uhelniku XY 7.

Nejdrive si uvédomme, ze kazdym prekladanim papiru dostaneme obraz prekladané
¢asti v osové soumérnosti podle primky, podél které papir prekladame. V nasem ptipadé
je prelozena ¢ast papiru, tj. ¢tyruhelnik PCQR osové soumérny, a tedy neprimo shodny,
s ¢tyruhelnikem PADR podle piimky PR.

Bod A po prelozeni papiru splyne s bodem C, osa soumérnosti PR je tak osou
usecky AC', a tedy prochazi jejim stiredem FE, ktery je prusecikem thlopticek obdél-
niku ABCD. Dle navodné tlohy N5 rozdéluje tsecka PR obdélnik ABCD na dvé
shodné ¢4sti, proto [APRD] = [PBCR]. Odtud jiz plyne dolni odhad S = [PBCQR] >
> [PBCR] = ab.

Pro ditkkaz horniho odhadu si vSimneme, ze z osové soumérnosti dle PR jsou troju-
helniky ADR a CQR shodné. Plati tedy

5 = [PBCR] + [CQR] = J[ABOD] + [ARD].
K dokoncen ditkazu stacf ukazat, Zze [ARD] < 1[ABCD). Protoze [ARD] = 1|AD||DR]
a [ABCD] = |ADJ||CD], je posledni nerovnost ekvivalentni s [DR| < 3|CD|, neboli
|DR| < |CR].

Muzeme si vsimnout, ze |CR| = |AR| a |AR] je délka pfepony pravoihlého trojihel-
niku ARD s odvésnou délky |DR|, proto |DR| < |CR| a dikaz je hotov.
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A r Pa—zx B

JINE RESEN{. LichobéZnik APRD po preloZeni papiru prejde v lichobéZnik C'PRQ,
tyto lichobézniky jsou proto shodné, specialné plati, ze |QC| = b. Oznacme podle obrazku
|AP| = |PC| =z a |DR| = |QR| =y. Pak |PB| =a— |AP| =a — x.

Obsah S hledaného pétitthelniku (s vyuzitim vzorct pro obsah lichobézniku a obsah
trojihelniku) muzeme vyjadrit jako:

r+yb (a—2x)b yb ab

S:[PCQR]HPBO}:( s t—5 =3 t5

Tento vyraz je jisté veétsi nez %ab, dolni odhad je tedy dokazan. K dokézani horniho
odhadu nam staci ukazat, ze

yb  ab

PR
neboli @ > 2y. To plyne naptiklad z toho, Zze a — y je délka prepony pravouhlého
trojuhelniku CQR, jehoz odvésna QR ma délku y, tedy a —y > y.

niku PBCQR pomoci a a b. Podobné jako v prvnim feseni plyne z osové soumérnosti
shodnost trojihelniki CQR a ADR a také rovnosti |AR| = |CR| a |[AP| = |CP|. Tedy
APCR je deltoid, ktery mé navic protilehlé strany AP a RC' rovnobézné. Podle navodné
ulohy N6 je to tedy nutné kosoc¢tverec. Odtud uz plyne, ze trojihelniky ADR a CBP
jsou shodné podle véty sss.

Nyni vyjadrime obsah pétithelniku PBCQ R pomoci délek stran a, b daného obdél-
niku. Oznacme z délku tsecky AP jako na obrazku. Pravothly trojuhelnik PBC' ma
délky stran x,a — x a b. Z Pythagorovy véty dostaneme

(a—2)* 4+ b* = 22,
Tuto rovnost upravime a vyjadiime neznamou x

a’ + b?
T = .
2a
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Odtud

a?+ b 2a®—(a®>+ b))  a®-V?
a—x=a-— = = :
2a 2a 2a

Obsah trojihelniku PBC je proto 3(a — z)b = (a? — b?)b/(4a) a obsah trojthelniku APR
je 2xb = (a4 b*)b/(4a). Hledany obsah pétithelniku je

(@2 —b)b  (a®+b)b

Zjevné plati:

[PBCQR] =2[PBC]+ [PCR] =2 1 + 1 =
a a
B 2a%b — 2b + a?b + b3 B 3a%b — b? _ 3ab b
N 4a  da 4 da
3ab  b? - 3ab
4 4a 4"’
¢imz je dokazan horni odhad ze zadani. K diikazu dolniho odhadu stac¢i ukazat, ze
3ab b3 - ab choli 0 < b3
— — — > — mneboli — > —.
4 4a 2 4 4a

To je ekvivalentni s a® > b?, coz plati, jelikoz a > b.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

N5.

NG6.

Uvazujme ¢tverec ABCD, prusecik jeho tihlopticek oznac¢me E. Podle jaké pfimky méme
¢tverec prelozit, aby bod A presel do bodu E? [Podle osy tise¢ky AE.]

Je dany trojuhelnik ABC. Najdéte vSechny body X takové, ze trojihelniky ABC a ABX
maji stejny obsah. [VSechny takové body tvori dvé pfimky rovnobézné s AB lezici ve
stejné vzdalenosti od této primky jako bod C. Trojihelniky se stejnou zakladnou maji
totiz stejny obsah, pravé kdyz maji stejnou vysku.]

Lichobéznik roziizneme podél uhlopricky. Ktery ze vzniklych trojuhelnikd mé veétsi
obsah? [Ten, ktery obsahuje delsi zékladnu, protoze maji stejnou vysku k zdkladndm
lichobézniku. |

Pripomerite si, jak se po¢itd obsah lichobézniku a pro¢ tomu tak je. ||

c

a C

Ptimka prochazejici prisecikem dhlopiicek rovnobézniku ABCD jej déli na dva shodné
utvary. Dokazte. [Ozna¢me E pruseéik uhlopfiéek rovnobéZniku ABCD. At piimka
prochazejici bodem E protne bez Gjmy na obecnosti strany AB, C'D po fadé v bodech F
a G. Pak trojuhelnik AFFE je shodny s trojihelnikem CGE podle véty usu a také
trojihelniky ABC a CDA jsou shodné. Z toho uz plyne dané tvrzeni. Alternativné si
muzeme uvédomit, ze rovnobéznik ABC D je stfedové soumérny podle bodu E a libovolna
primka prochéazejici bodem E déli rovnobéznik na dvé stredové soumérné, tedy shodné
casti. Libovolny bod jedné ¢asti ma totiz svij obraz v druhé polorovinég, takze v druhé
Casti.]

Dokazte, ze deltoid, ktery ma dvé protilehlé strany rovnobézné, je nutné kosoctverec.
[Necht ABCD je deltoid, pro ktery plati |AB| = |BC|, |CD| = |AD| a AB je rovnobézné
s CD. Pak z rovnobéznosti plyne |¥BAC| = |XACD)|. Trojthelniky ABC a ACD jsou
tedy oba rovnoramenné se spolecnou zdkladnou AC' a se stejnym thlem u zakladny,
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N7.

N8.

D1.

D2.

D3.

D4.

tudiz jsou shodné podle véty usu. Ctyfihelnik ABC'D mé tak viechny ¢tyfi strany stejné
dlouhé, tedy je to opravdu kosoctverec.]

Je mozné, aby v situaci ze soutézni ulohy nastalo |[PB| > |AP|? [Neni to mozné,
protoze |AP| = |PC| z osové symetrie podle piimky PR. Zaroven |PC| je délka pfepony
pravothlého trojihelniku PBC, tj. jeho nejdelsi strana a PB je jedna z odvésen tohoto
trojahelniku.]

Uvazujme situaci ze zadani soutézni tlohy s tim, ze a = 3b = 3. Vypocitejte obsah
trojihelniku PBC. [% Pravouhly trojihelntk PBC ma strany délek z, 3 — z a 1.
7 Pythagorovy véty dostaneme (3 — z)?2 + 1 = 22 a po tpravé (kvadratické ¢leny se
odectou) z = 2. Obsah trojihelniku PBC je proto 2 .]

Dany je lichobéznik ABCD s delsi zdkladnou AB a prisecikem uhlopricek P. Vime,
ze obsah trojuhelniku ABP je 16 a obsah trojiuhelniku BCP je 10. Vypocitejte obsah
trojihelniku ADP. [10. Obsah trojihelniku ABC je stejny jako obsah trojihelniku ABD,
protoze tyto trojihelniky maji shodné zakladny a stejnou vysku (rovnou vzdélenosti obou
zdkladen). Obsah trojihelniku ABC' je soudet obsaht trojihelnikit ABP a BPC), tedy 26.
Obsah trojihelniku ABD je proto také 26. Obsah trojihelniku ADP je rozdil obsahu
trojahelnikt ABD a ABP, tedy je to 26 — 16 = 10.]

Vyjadrete obsah pétithelniku ze zadani soutézni ulohy pomoci délek stran a, b daného
obdélniku. [Viz posledni FeSeni ulohy.]

Je dan ¢tverec se stranou délky 6 cm. Najdéte mnozinu stredi vSech pricek ¢tverce, které
jej déli na dva ¢tytuhelniky, z nichz jeden ma obsah 12cm?. (Pfickou étverce rozumime
usecku, jejiz krajni body lezi na strandch ¢tverce.) [60-C-S-2]

Uvazujme ¢tverec ABCD se stranou délky 1cm. Body K a L jsou stfedy stran DA
a DC. Bod P lezi na strané¢ AB tak, ze |BP| = 2|AP|. Bod @ lezi na strané BC' tak, ze
|CQ| = 2|BQ|. Usetky KQ a PL se protinaji v bodé X. Obsahy &tyfihelniki APXK,
BQXP,QCLX a LDKX oznacime postupné Sa, Sg, Sc, Sp. a) Dokazte, ze Sp = Sp.
b) Vypoététe rozdil S — Sa. ¢) Vysvétlete, pro¢ neplati Sy +Sc = S+ Sp. [60-C-1-3]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471838/c60s.pdf#page=2
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471835/c60i.pdf#page=2
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2. Prirozend cisla a, b jsou takovd, Ze a > b, a+ b je deélitelné 9 a a — b je délitelné 11.

a) Urcete nejmensi moznou hodnotu ¢isla a + b.
b) Dokazte, Ze ¢isla a + 10b i b+ 10a musi byt délitelnd 99. (Jaromir Simsa)

RESENT. V &4sti a) ukdZeme, ze hledand hodnota je 27.

7, druhé podminky ze zadani dostavame, ze a+ b je nasobek 9, tj. 9, 18, 27 a tak dale.
Z prvni a tieti podminky mame 11 |a—b > 0,*tj. a—b 2 11, takzeia+b>a—b = 11.
Proto a +b = 18.

V ptipadé a +b = 18 je a — b < a + b < 18, takze nutné plati a — b = 11, protoze
11| a—b> 0. Resenim soustavy rovnic

a+b=18 a a—-b=11

dostavame a = 2—29, b= 12—3, coz nevyhovuje zadani, protoze to nejsou prirozena ¢isla.
Pro a + b = 27 jiz ziskdme vyhovujici TeSeni a = 19, b = 8, a to Tesenim soustavy
a+b=27,a—b=11.

b) Vsimneme si, ze a+ 10b = (a+b) + 9b, kde prvni s¢itanec a + b i druhy s¢itanec 9b
jsou délitelné deviti. Tedy i jejich soucet a + 100 je délitelny deviti. Chceme jesté ukazat,
ze ¢islo a+ 100 je délitelné i jedendcti. Pouzijeme podobnou upravu a+10b = (a—b)+11b,
kde oba s¢ftance na pravé strané rovnosti jsou délitelné jedendcti. Cislo a + 10b je tedy
délitelné deviti i jedendacti, proto je délitelné i 99. Délitelnost druhého ¢isla dokazeme
podobnym zptisobem, rozepsanim na b + 10a = (a + b) + 9a a b+ 10a = 11a — (a — b).

JINE RESENT ¢dsti b). Secteme-li obé ¢isla, dostaneme (a+100)+ (b+10a) = 11(a+Db).
Ovsem podle zadani 9 | a + b, ¢islo 11(a + b) je proto soucasné délitelné 9 i 11, tedy
i ¢islem 99. Podobneé rozdil uvazovanych dvou ¢isel je roven (b+10a) — (a+10b) = 9(a—b).
A protoze 11 | a—b, tento rozdil je také délitelny ¢islem 99. Protoze 99 je liché ¢islo a déli
soucet i rozdil danych dvou ¢isel, z navodné tlohy N3 tak dostdvame, Ze i ¢isla samotna
jsou délitelna 99.

JINE RESENI ¢asti b). Podle zadéni plati
a+b=9c a a—-b=11d

pro vhodna prirozena cisla ¢ a d. Sectenim, resp. odectenim téchto dvou rovnosti
dostaneme po nasledném vydéleni dvéma vyjadreni ¢isel a, b ve tvaru

9c+11d b 9c — 11d
2 2

Pro ¢isla a + 100 a b + 10a tak plati

a

a+10b =
10a+ b=

(9¢ + 11d + 90c — 110d) = £ (c — d),

(90c + 110d + 9¢ — 11d) = L (c + d).

1
2
1 9
2 2

Jelikoz leva strana je celé ¢islo a ¢isla 99 a 2 jsou nesoudélnd, musi byt ¢isla c+dic—d
suda a obé ¢isla a + 10b a b + 10a jsou nasobky 99, jak jsme méli dokazat.

* Zapis a | b (v tomto poradi) znadi, ze pfirozené ¢&islo a je délitelem prirozeného ¢&isla b, éteme a déli b.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

Anicka si mysli dvé prirozend ¢isla, jejich soucet je 16 a jejich rozdil je 6. Jaka cisla si
mysli? [11 a 5. Soustava rovnic a +b =16 a a — b = 6 m4 jediné feSeni a = 11, b =5.]
Necht a, b, ¢ jsou prirozena cisla, pro néz a + b i b + ¢ jsou nasobky sedmi. Dokazte, ze
pak i @ — ¢ je ndsobek sedmi. [Vyjadiime a —c=a+b—b—c= (a+b) — (b+ ¢), coz je
rozdil dvou ¢isel délitelnych sedmi.]

Necht k je liché prirozené cislo a a, b jsou takova prirozend Cisla, ze a +b i a — b jsou
ndsobky ¢isla k. Dokazte, Ze pak a i b jsou ndsobky ¢isla k. [Ziejmé k | (a+b)+(a—b) = 2a.
A protoze k je liché, tak nutné k | a. Dale plati i k£ | (¢ + b) — a = b, jak jsme chtéli
ukézat.|

Necht a, b, ¢, d, e jsou prirozend ¢isla, pronéz a+b+c,b+c+d,c+d+e, d+e+a
a e + a + b jsou nasobky jedendacti. Pak také a + b 4+ ¢ + d + e je nasobek jedenacti.
Bla+b+ct+d+e)=(a+b+c)+(b+c+d)+(c+d+e)+(d+e+a)+ (e+a+b), na
pravé strané je podle piredpokladu soucet ¢isel délitelnych jedendcti. Protoze 3 a 11 jsou
nesoudélnd ¢&isla, a + b 4+ ¢ + d + e je ndsobek jedenécti.]

V obchodé prodavali balicky po 15, 30, 45, 85, 120 a 165 kulickdch. Bob a Bobek si
jeden z balicki koupili a kulicky si rozdélili tak, ze Bob jich mél o 17 vice nez Bobek.
Které z balicki si mohli koupit? [45, 85 nebo 165. Oznacme a pocet Bobovych a b pocet
Bobkovych kuli¢ek. Je-li a —b = 17, musi a + b = (a — b) + 2a byt liché éislo vétsi nez 17,
tj. 45, 85 nebo 165. Na druhou stranu pro kazdou lichou hodnotu & = a + b, k > 17,
dostaneme Fefeni a = 1((a+b) + (a — b)) = 3(k+17), b=k —a = 1(k — 17) v oboru
prirozenych éisel.]

Pro jaké dvojice celych ¢isel (k,1) mé soustava a +b =k, a — b = [ feSeni v oboru celych
¢isel? [Pravé kdyz jsou €isla k, I obé sudd nebo obé lichd. To plyne ihned z vyjadieni
a=(k+1)/2,b=(k-1)/2]

Dokazte, ze pro kazda dvé celd ¢isla x, y plati, ze 50 | 192z + 3y, pravé tehdy kdyz
50 | 23z + y. [60-C-1-2]

Je dano sudé c¢islo s > 2. Prirozena c¢isla a > b jsou takova, ze soucet a + b je délitelny
éislem s — 1 a rozdil a — b je délitelny cislem s + 1: a) Urcete nejmensi moznou hodnotu
sou¢tu a + b, b) DokaZte, Ze obé &isla a + 10b i b + 10a jsou délitelnd ¢islem s2 — 1.
[a) Ukézeme, Ze hledand hodnota je 3s — 3. Podle zadani je a + b jedno z ¢isel s — 1,
2(s — 1), 3(s — 1), atd. Rovnost a + b = s — 1 nemiZe nastat, nebot plati a +b > a —b
apritomzs+1|a—b>0plynea—b2=s+1, takzeia+b = s+ 1. V piipadé
a+b=2(s—1)midme a—b<a+b<2(s+1), takze s+1|a—>b. Sohledemnaa—b>0
to znamend, ze nutné s + 1 = a — b. Ze soustavy rovnic

a+b=2(s—1) a a—b=s+1

oviem dostdvadme a = 3(3s—1) a b= £(s—3), coz vSak nejsou cel4 ¢isla, nebot s je sudé,
a tak 3s — 11 s — 3 jsou lichd &isla. Pro a + b = 3(s — 1) mizeme uvazovat a —b = s+ 1,
coz vede na soustavu rovnic

a+b=3(s—1) a a—-b=s+1.
Ta m& Teseni a = 2s — 1 a b = s — 2, s ohledem na podminku s > 2 jsou to skutecné dveé
prirozend ¢isla, pfitom ziejmé a > b (plyne to i z rovnice a — b = s + 1). b) Uplatnénim
podminek s —1|a+ba s+ 1|a—bnarovnosti

a+sb=(a+b)+(s—1b=(a—b)+(s+1)b

dostavame, ze Cislo a + sb je délitelné obéma ¢isly s — 1 a s+ 1, a tedy i jejich soucinem
s2 — 1, nebot s — 1 a s + 1 jsou licha &isla s rozdilem rovnym 2, tudiZ jsou to ¢&isla
nesoudélnd. Tvrzeni o druhém c¢isle b + sa plyne obdobnym postupem z rovnosti

b+sa=(a+b)+(s—1Da=(s+1)a—(a—0).]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471835/c60i.pdf
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3. Ramecek 2 x 3 lze rozdélit na ctverce 1 X 1 umistenim 7 zapalek jako na
obrazku. Které ramecky a x b, kde a < b, lze takto rozdélit pomoct prave |~
110 zdpalek? Urcete vsechny moznosti. (Josef Tkadlec)

RESENT. Necht a je vyska ramecku a b jeho §fika. Vodorovné zapalky lezi v b sloupcich,
kazdy z nich obsahuje a — 1 zapalek, svislé zapalky lezi v a tadcich, kazdy z nich
obsahuje b — 1 zépalek. Celkovy pocet zapalek potiebnych na rozdéleni ramecku a x b
tak je a(b — 1) + b(a — 1). Hleddme tedy prirozena ¢isla a, b, kterd vyhovuji rovnici
a(b—1) + b(a — 1) = 110. Roznasobenim ziskdme na jeji levé strané 2ab — a — b. Tento
vyraz rozlozime jako v ndvodné tloze N4 na (2a — 1)(b — 3) — 3, rovnice tedy piejde
do tvaru (2a — 1)(b — 3) = 110 + 3. ProtoZe nas zajimaji celo¢iselnd FeSen, vyndsobime
rovnici dvéma a dostaneme soucinovy tvar

(2a — 1)(2b — 1) = 221.

Jelikoz jsou ¢isla 2a — 1 a 2b — 1 prirozend a vSechny mozné rozklady ¢isla 221 na soucin
dvou prirozenych ¢isel jsou 221 = 1-221 = 13 - 17, vsechny vyhovujici dvojice (a, b) jsou
(1,111) a (7,9).

JINE RESENI. Podobné jako v prvnim feSeni hleddme vsechny dvojice prirozenych
¢isel (a,b), a < b, kterd spliuji a(b — 1) 4+ b(a — 1) = 110. Vyjadifme jednu proménnou,

naptiklad a, dostaneme
b+ 110

217
Citatel pravé strany upravime podobné jako v navodné tloze N2 ¢) do tvaru b+ 110 =
= %(Zb —-1)+ %, abychom mohli zlomek upravit do tvaru, kde b je jen ve jmenovateli

(2b—1) + 2L 1(1 221)

T 1 T2 % — 1

neboli

Jelikoz 2a a 1 jsou prirozend ¢isla a 2a > 1, musi 20 — 1 byt prirozenym délitelem
¢isla 221. Vsichni délitelé 221 jsou 1, 13, 17 a 221. Ke kazdé hodnoté 2b—1 nyni dopocitame
a a b, a protoze a < b, ziskame dvé vyhovujici dvojice (a,b), a to (1,111) a (7,9).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uréete viechna n € Z, pro kterd je zlomek 7/(n + 2) celé é&islo. [Cisla n z mnoziny {—1, 5,
—3,—-9}. Ve jmenovateli zlomku muze byt jenom {1,7,—1,—7}, takze n + 2 € {1,7,
—1,-7}, a tedy n € {—1,5,—3,—9}. Alternativné hleddme celo¢iselnd feseni rovnice
k(n+2)="17]

N2. Urcete vSechna n € Z, pro ktera je zlomek

n+3 2n+ 3 n+3
a) ——

;b)) ——, o
n—2 n—2 2n +1

celé ¢islo. [a) n € {3,7,1,—3}. Provedeme nésledujici tipravu a dany zlomek vyjadiime
jako soucet celého ¢isla a zlomku, jehoz citatel nezavisi na nezndmé n:

n+3 n—2+5 5
= =1+ .
n—2 n—2 n—2
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N3.

N4.

Nb5.

D1.

D2.

Zlomek (n + 3)/(n — 2) bude celym ¢islem pravé tehdy, kdyz bude celym éislem zlomek
5/(n —2). A to je uz tloha podobnd N1: n — 2 € {1,5,-1,-5}. b)) n € {3,9,1,-5}.
Resen{ je podobné jako u ¢asti a), jen ma dva kroky:

2Zn+3 n—2+n+5 n—24+7 7

= =14+ —=24 —.
n—2 n—2 + n—2 Jrn—2

Oba kroky muzeme samoziejmé udélat i najednou:

2n+3 2(n—2)+7 7
= =24 .
n—2 n—2 n—2

To znamend, ze n — 2 € {1,7,—1,—7}. ¢) n € {0,2,—1,—3}. Reseni je podobné jako
u ¢ésti b):
n+3  3Cn+1)+3 1 5

2n+1  2n4+1 2 2@2n+1)

To znamend, ze 2n + 1 € {1,5,—1,—5}. Ve vSech piipadech se vlastné jednd o délenf
polynomi se zbytkem, napiiklad (n+ 3) : (2n + 1) = 1, zbytek 3]

Najdéte vSechna feSeni rovnice ab + a + b = 21 v mnoZiné pfirozenych &isel. [(10,1),
(1,10). Nabizi se zkouSeni moznosti, kterych nenf mnoho, protoze a i b jsou nutné mensi
nez 21. Jiné cesta je zkusit vyjadfit z rovnice jednu z proménnych a pak zlomek upravit
jako u predchozi dlohy:

a(b+1)=21-0,
20-b  (—b—1)+22 22

- — 14
bt 1 b1 thra

a =

Odtud b+ 1 musi byt piirozeny délitel ¢sla 22. Cislo 22 mé celkem &tyfi délitele: 1, 2, 11,
22. To vede k Fesenim (a,b) = (10,1) a (a,b) = (1,10). Uvédomme si, ze posledni rovnost
Ize jednoduse prepsat do ekvivalentniho tvaru

22

1= ——
et i=y

neboli (a+1)(b+1)=22.

Alternativné $lo tedy danou tlohu fesit tak, ze najdeme vySe zminény rozklad.]

Najdéte vSechna prirozend feseni rovnice 6mn — 4n + 3m = 23 Upravou levé strany do
tvaru (um—+u)(un+u) +u, kde na misté |, jsou vhodné konstanty. [(m,n) = (1,10), (3, 1).
Clen 6mn ziskdme napt. jako 3m-2n. Z tvaru (3m +)(2n + ) vidime, Ze na prvni misto
mame dosadit —2, abychom ziskali ¢len —4n, na druhé misto 1, abychom dostali ¢len 3m.
Mame tedy (3m — 2)(2n + 1) = 6mn — 4n + 3m — 2 a zadand rovnice pfejde do tvaru
(3m—2)(2n+1) = 21. Prvni zdvorka muze byt 1 nebo 7, coz davd uvedend feseni. Pokud se
rozhodneme ¢len 6mn rozlozit na 2m-3n, také se dostaneme k feseni, ale komplikovanéjsi
cestou.]

Uvazujme v soutézni tloze ramecek 20 x 30. Kolik zapalek potfebujeme na jeho rozdéleni?
[1150. Pocet svislych zapalek bude 20 - 29 a vodorovnych 19 - 30.]

Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel (m,n), pro néz je hodnota vyrazu

m+3n—1
mn+2n—m —2

celé kladné ¢islo. [58-B-1-6]

Rovnobézniku s celoc¢iselnymi délkami stran a jednim vnitinim \ / \ / \
tthlem velikosti 60° budeme fikat strecha. Na stiechu se stranami \V\VT
délek 2 a 3 lze polozit 13 stiibrnych stiikacek jako na obrazku

a tim ji rozdélit na rovnostranné trojihelniky o strané 1. Které
strechy lze takto rozdélit pomoci praveé 333 stribrnych stiikacek?
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Urcete vSechny moznosti. [Resime rovnici ab + a(b — 1) + b(a — 1) = 333, kterou
upravime na (3a —1)(3b—1) = 1000 = 23 - 52, ReSenim jsou dvojice (a,b) z mnoziny
{(1,167),(2,67),(3,42), (7,17)} ]

D3. Najdéte vSechna celociselnd feseni a < b < ¢ rovnice
abc+a+b+c=64ab+ ac+ be.

[Rozlozime na soucin: (a — 1)(b — 1)(c — 1) = 5. Reenf jsou trojice (a,b,c) z mnoZiny
{(2,2,6),(—4,0,2),(0,0,6)}.]

D4. Na tabuli je napsano pét (ne nutné ruznych) prvocisel, jejichz souéin je 105krét vétsi nez
jejich soucet. Urcete vSechna napsand prvodcisla. [70-A-T 1a]
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4. Sachovnicové obarvenou tabulku 4 x 4 s cernym levgm hornim polem vypliiujeme
jednickami a nulami. V kazZdém ctverci 2 x 2, ktery md cerné levé horni pole, je
stejny pocet nul jako jednicek. Kolika rizngmi zpusoby lze tabulku vyplnit?

(Jan Mazak)

RESENI. Za¢neme tim, ze vyplnime stiedovy ¢tverec 2 x 2 pozadovanym zptisobem.
Mame 6 moznosti, jak to udélat: ze ¢tyt poli vybirdme dvé, kde budou jednicky (zbyla dvé
pak vyplni nuly). Pro prvni jednicku mame ¢tyfi moznosti, kam ji umistit, pro druhou uz
jen tTi, to je dohromady 4-3 = 12 moznosti. Protoze nezalezi na poradi, ve kterém jednicky
umistujeme, vSech moznosti je ve skutecnosti jenom polovina, tj. 6. (kazdou moznost jsme
pocitali dvakrat). Kazdy z rohovych ¢tvercti 2 X 2 ma po vyplnéni stfedového ¢tverce jiz
jedno pole vyplnéné a je mozné jej doplnit tfemi zptisoby. Vybirame jedno pole ze tii pro
1 nebo 0, v zavislosti na tom, co je na jiz vyplnéném poli. Pokud obsahuje vyplnéné pole
jednicku, vybirdme jedno ze zbyvajicich tii poli pro druhou jednicku, pokud vyplnéné
pole obsahuje nulu, vybirame jedno ze zbyvajicich tii poli pro druhou nulu. Doplnéni
kazdého z téchto ¢tyr rohovych ¢tverci je nezavislé na vyplnéni ostatnich rohovych
étverct. Vysledek je proto 6 - 3% = 486.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Pavel ma v sesité nakreslenou ¢tvercovou tabulku 3 x 3 a chce ji vybarvit dvéma barvami —
bilou a ¢ervenou. Kolika zpusoby muze tabulku vybarvit, pokud chce mit a) pravé
1 derveny Gtverec a 8 bilych ¢tvercti? b) 2 fervené a 7 bilych étverci? ¢) Kolik je celkové
moznosti, jak vybarvit tabulku dvéma barvami? [a) 9. Cerveny &tverec miize byt na
9 mistech. b) 36. Prvni derveny ¢tverec miize byt na 9 mistech, druhy na 8. Vyndsobenim
9 krat 8 ale kazdou moZnost poéitdme dvakrdt, moznosti je tedy 9-8 : 2 = 36. ¢) 512.
Vsech moznosti obarveni je 1 +9 + % + % + 9'82'47'6 + 9'82'47'6 + % + % +9+4+1=
=1+9+36+84+ 126+ 126+ 84 +36+ 9+ 1 =512 = 2°. Naznacme, jak vypoéitdme
napriklad kolika moznostmi muzeme vybarvit tfi cervené Ctverce: prvni Cerveny ctverec
muze byt na 9 mistech, druhy na 8, tfeti na 7 mistech. Vynasobenim 9 krat 8 krat 7 ale
kazdou moznost zapocitame sestkrat, protoze usporadat tii policka lze pravé 6 zptsoby,
(3 moznosti pro prvni, 2 pro druhy), tedy 9-8-7 : 6 = 36. Uvédomme si, Ze tento vysledek
muzeme dostat i primo. Kazdy ¢tverec ma dvé moznosti, jakou barvou muze byt obarven
nezévisle na ostatnich. Téchto étvercii mame 9, tedy pocet vSech obarveni je 2]

N2. Michal ma v sesité nakreslenou obdélnikovou tabulku 3 x 6 a chce ji vybarvit dvéma
barvami. Tabulku ma rozdélenou na dva shodné c¢tverce 3 x 3. Kolika zptsoby miize
tabulku vybarvit, pokud chce mit v kazdém z nich 2 ¢ervené a 7 bilych mensich ¢tverca?
[1296. Kazdy ze ¢tverci lze vybarvit 36 zptisoby (ndvodnd tloha N1 b). Kazdou moZnost
obarveni levého c¢tverce lze zkombinovat s kazdou moznosti obarveni pravého ctverce,
proto vSech obarven{ je 36 - 36 = 1296.]

N3. Kolika zptisoby lze vepsat jednicky a nuly do tabulky 2 x 3, aby kazdy c¢tverec 2 x 2
obsahoval préavé dvé nuly a dvé jednicky? [Deseti. Vyplnime nejprve prostiedni sloupec.
Pokud v ném budou dvé nuly nebo dvé jednicky, pak uz je vyplnéni levého a pravého
sloupce jednoznacné. Takto ziskdme 2 moznd vyplnéni. Pokud v prostfednim sloupci
bude jedna nula a jedna jednicka, pak v kazdém ze dvou sousednich sloupctt musi byt
také jedna nula a jedna jednicka. Pro kazdy sloupec mame 2 moznosti, tj. zbyvajicich
2-2.2 = 8 moznosti.]

D1. Maruska chce usit patchworkovou c¢tvercovou prikryvku slozenou z 9 mensich ¢tverca
modré nebo bilé barvy. Prikryvky, které dostaneme otoc¢enim jedné z druhé, povazujeme
za stejné. Kolika zptisoby muze prikryvku usit, pokud pouzije a) pravé 1 modry ¢tverec
a 8 bilych étverci? b) 2 modré a 7 bilych étverct? [a) 3. Modry mize byt rohovy
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D2.

D3.

D4.

Ctverec, ¢tverec uprostied strany c¢tverce, nebo Ctverec ve stiedu, vSsechny dalsi moznosti
uz dostaneme otoéenim piikryvky. b) 10. Uvédomme si, Ze pokud budeme poéitat jako
v ndvodné tloze 1b), tak moznosti zapoéitdme vicekrdt. Véts§inu moznosti zapocitdme
¢tytikrat (protoZe mame 4 otoceni). Nékteré moznosti jsou po dvou otocenich stejné, ty
zapocCitame pouze dvakrat. Muzeme si rozmyslet, Ze toto se stane pouze u nasledujicich
dvou moznosti: Iﬁ

Tyto dvé moznosti prispivaji poc¢tem 4 do celkového poctu 36, kazdou ze zbyvajicich
32 mozmnosti zapoéitdvame Styfikrat. Pocet rliznych prikryvek je tedy 32:4+44:2 =10/]
Tabulku 4 x 4 vyplnujeme jednickami a nulami. V kazdém c¢tverci 2 x 2 je stejny pocet
nul jako jednidek. Kolika riznymi zpusoby lze tabulku vyplnit? [30. Uvédomme si rozdil
v zadani oproti soutézni tloze, podminka ze zaddni bude muset byt splnéna v kazdém

z 9 ¢tvercu 2 x 2. Rozmyslime si, Zze pokud jsou vedle sebe dvé jednicky, pak pod nimi
a nad nimi musi byt dvé nuly a pod/nad nimi zase musi byt dvé jednicky. Analogicky,
pokud jsou dvé jednicky nad sebou, tak z obou stran vedle nich musi byt jen nuly a tak
déle. Odtud uz také plyne, ze jsou-li nékde dvé jednicky nebo dvé nuly vedle sebe, pak
nemohou zaroven nékde byt dvé jednicky ¢i nuly pod sebou. Nyni si rozmyslime, jak je
vyplnény prvni fadek. Dvé z celkového poc¢tu 24 = 16 vyplnéni jsou takova, ze se stiidaji
jednicky a nuly. Ostatnich 14 pak obsahuje bud dvé nuly nebo dvé jednicky vedle sebe.
Ta vyplnéni prvniho radku, kterd obsahuji dvé stejné ¢islice vedle sebe, maji jednoznacné
rozsifeni do zbytku ¢tverce, protoze pod jednickami musi byt nuly a pod nulami jednicky.
Mame tedy 14 vyplnéni, v nichz se vyskytuji dvé stejné cislice vedle sebe. Podobné
mame dalsich 14 vyplnéni, v nichz se vyskytuji dvé stejné ¢islice pod sebou. Zbyvaji
vyplnéni, v niz ani jedna z téchto moznosti nenastane. Takova jsou jen dvé Sachovnicova
vyplnéni. Celkem je pfipustnych vyplnéni 2 - 14 + 2 = 30. Alternativné muzeme zacit
pocitat v prostfednim Ctverci. Naznacime takové feseni: Opét je 6 moznosti jak vyplnit
prostfedni ¢tverec. Dale musime rozlisit dvé situace. Prvni moznost je, Ze jednicky jsou
umistény bud ve stejném radku nebo ve stejném sloupci — jsou celkem 4 takové moznosti,
a lehce si rozmyslime, ze kazdou z nich muZeme doplnit 4 zpusoby. Druhd moznost je,
7e ve stfedovém Ctverci budou jednicky umistény na diagonile — to lze udélat dvéma
zpusoby a kazdy z nich lze doplnit pozadovanym zptisobem 7 zptisoby. Takze celkovy
pocet moznosti je 4-4+2-7 = 30.]

Sachovnicové obarvenou tabulku 4 x 4 vypliujeme jedni¢kami a nulami. V kazdém
z deviti ¢tvercll 2 x 2, je stejny pocet nul. Kolika rtznymi zptsoby lze tabulku vyplnit?
[56. Uvédomme si rozdil v zaddni oproti predchozi tloze. VSechny nalezené moznosti
z predchozi tlohy vyhovuji i zadéni této tlohy. Navic mame jesté dalsi mozna vyplnéni —
kdyz v kazdém ze ¢tverci budou samé jednicky nebo samé nuly (2 moznosti) a kdyz
v kazdém ze ¢tverci budou tfi nuly a jedna jednicka nebo tfi jednicky a jedna nula.
Rozebereme nyni moznost, kdy jsou v kazdém c¢tverci 2 x 2 jedna jednicka a t¥i nuly.
V kazdém ze ¢tyt rohovych disjunktnich ¢tverci 2 x 2 bude nutné pravé jedna jednicka,
proto do celého ¢tverce potfebujeme umistit prave ¢tyii jednicky. Ve stiedovém c¢tverci
jsou celkem 4 moznosti kam umistit jednu jednicku. Lehce si rozmyslime, Zze v osmi polich
kolem této jednicky musi byt samé nuly a Ze dalsi tfi jednicky lze umistit tfemi zpusoby.
Méame tedy 4 - 3 = 12 vyplnéni, kde bude v kazdém ctverci 2 x 2 pravé jedna jednicka.
Podobné mame 12 vyplnéni, kde bude v kazdém ctverci 2 x 2 pravé jedna nula. Vsech
moznosti je tedy 30 +2 + 2 - 12 = 56.]

Tomas postupné nékolikrat vyplnil tabulku 5 x 4 tak, ze v kazdém c¢tverecku 2 x 2 bylo
kazdé z cisel 1,2,3,4 pravé jednou. Po kazdém vyplnéni si zapsal soucet vsech cisel
v tabulce. Kolik nejvice ruznych souc¢tit mohl takto ziskat? [9. Nejprve si uvédomme, ze
soucet ¢isel v prvnich 4 sloupcich je vzdy 4(1+2+3+4), zajima nas proto jenom posledni
sloupec. V ném neni mozné, aby byla dvé stejna ¢isla vedle sebe. Soucet ¢isel v poslednim
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D5.

sloupci bude proto minimélné 6 (1,2,1,2) a maximalné 14 (3,4, 3,4). Kazdy se soudti
mezi 6 a 14 lze taky dosdhnout: (1,2,1,3), (1,3,1,3), (1,3,1,4), (1,4,1,4), (2,4,1,4),
(2,4,2,4), (2,4,3,4). Lehce si rozmyslime, Ze kazdé z uvedenych vyplnéni posledniho
sloupce lze doplnit do vyplnéni celé tabulky.]

Oznac¢me M pocet vsech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem riznymi pfirozenymi
Cisly od 1 do 9. Déle oznac¢me L pocet téch vyplnéni, kde jsou navic soucty vsech cisel
v kazdém radku i sloupci lichd ¢&isla. Uréete pomér L : M. [72-B-1-2]
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5. Necht P, Q jsou po radé stredy stran BC', AC' trojihelniku ABC'. Rovnobézka s AC
prochdzejici stredem K usecky P(Q) protind primku BQ) v bodé L a primka PL protind
usecku AC' v bodé R. Dokazte, Ze R je stredem tsecky AQ. (Jaroslav Svréek)

RESENI. Necht M je stied strany AB. Potom tsecky PQ, QM, MP jsou stfedni
pricky trojuhelniku ABC, takze AM P(Q a M B P() jsou oba rovnobézniky, protoze stredni
pricka a polovina strany, se kterou je rovnobézna, jsou stejné dlouhé. Necht S je stred
rovnobézniku M BPQ), takze je i stfedem jeho thlopricek PM a B(), protoze uhlopricky
v rovnobézniku se puli.

Protoze tisecka KL je rovnobézna s QR i s PS a prochazi stredem usecky PQ), je to
stfedni pricka trojuhelniki PQS i PQR. Plati tedy

1 1
QR| = 2K L] = |PS| = 5|PM]| = |QA],

takze R je stred usecky AQ.

JINE RESEN{. Oznac¢me N prusecik prusecik primky KL se stranou BC. Protoze
primka K L prochéazi stredem tsecky P(@) a je rovnobézna s QC, je tsecka N K stredni
prickou v trojuhelniku PC'Q). Soucasné je K L stredni prickou trojihelniku PQR. Odtud
plyne, ze NL je stfedni pricka trojihelniku PCR.

B

Déle je zrejmé diky rovnobéznosti tsecek NL a C'Q), ze trojuhelniky BNL a BC(Q
jsou podobné s pomérem podobnosti 3 : 4, nebot ve stejném poméru jsou délky stran BN
a BC' obou trojuhelniki. Plati tedy |NL| : |CQ| = 3 : 4. Protoze tisecka NL je stfedni
prickou trojuhelniku PC'R, plati

3 3 3
or =2 v =2 2 jog =2 21001 = 2 acy,
tedy |AR| = 1 |AC| = 1 |AQ)|, coz dokazuje dané tvrzeni.
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JINE RESEN{. Usecka QP je stfedni piickou trojihelniku ABC, je tak rovnobézna
se stranou AB a ma poloviéni délku. Oznac¢me U prisecik primky PL s ptimkou AB.
Z podobnosti trojuhelnikic BLU a @QLP je prusecik T primek KL a AB stfedem
usecky U B. Plati

1 1
|AT| = |QK| = §|QP| = Z'AB|’

tedy |UT| = |[TB| = |AB| — |AT| = %|AB|7 odkud dostavame |[UA| = |UT| — |AT| =
= %|AB| = |PQ|. Trojuhelniky UAR a PQR jsou pak shodné podle véty usu, a proto
plati i |AR| = |RQ)|, coz jsme méli dokézat.

U A /T B

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je déan trojuhelnik ABC, ozna¢me K, L, M po tadé stredy jeho stran AB, BC, CA.
Dokazte, ze téznice KC puli stfedni pficku LM. [Oznaé¢me N stied stfedni piicky M L.
Protoze |AC| = 2|MC|, |BC| = 2|LC| a |AB| = 2|ML|, kde posledni rovnost plyne
z vlastnosti stfedni pricky, trojiuhelnik M LC' je podobny trojuhelniku ABC' s koeficientem
podobnosti 2. Opét z vlastnosti stiedni pricky je ML rovnobéznd s AB, navic plati
|XBAC| = |<LMC| a také |XAKC| = |XMNC| (souhlasné tihly na rovnobézkéch).
Proto i trojihelnik M NC' je podobny trojihelniku AKC' s koeficientem podobnosti 2
podle véty usu. Z toho jiz plyne, ze |AK| = 2|MN]|, coz jsme méli dokédzat.]

N2. Je dan rovnobéznik ABC D. Oznac¢me S prusecik jeho tthlopticek. Dokazte, ze rovnobézka
se stranou AB prochézejici bodem S protne stranu DA v jejim stfedu. [f]hlopfiéky
v rovnobézniku se puli. Rovnobézka se stranou AB prochazejici bodem S obsahuje stredni
pricku trojihelniku ABD, proto protne stranu DA v jejim stfedu.]

N3. Necht ABCD a ABEF jsou dva rovnobézniky se stejnou zdkladnou a stejnou vyskou
lezici ve stejné poloroviné vytaté primkou AB. Necht S, R jsou po fadé pruseciky
jejich dhlopricek. Dokazte, ze RS je rovnobézna s AB. [Postupovat 1ze rtizné, nazna¢ime
jedno z feseni: Je tfeba si uvédomit, ze trojiuhelniky ABR a ABS maji stejnou vysku
k zékladné AB, a to polovi¢ni oproti vysce rovnobézniki. To plyne napr. z N2: rovnobézka
s AD prochéazejici bodem S protne tisecku AB v bodé X, ktery puli AB. Tedy trojihelniky
ABD a XBS jsou podobné v poméru 2 : 1 a to je i pomér jejich vysek.]

N4. Necht D je stied strany AB trojihelniku ABC' a E bod jeho strany AC, pro ktery
plati |AE| = 2|CE|. Oznaéme F prusecik piimek BE a C'D. Dokazte, ze plati |BE| =
= 4|EF|. [Ozna¢me M stied tsecky AE. Usecka EF je stiedni piickou trojuhelniku CM D
a usecka M D je stfedni ptickou trojihelniku ABE. Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni.]

D1. Necht K, L, M, N jsou po fadé stfedy stran AB, BC, CD, DA ¢tyithelniku ABCD.
Dokazte, ze KLMN je rovnobéznik. [Useéky KL a MN jsou stiedni pricky trojuhelnikt
ABC a CDA, jsou tak shodné a rovnobézné. (Podobné bychom dokézali shodnost
a rovnobéznost usecek LM a KN.)]

D2. Je dan lichobéznik ABCD. Stied zdkladny AB ozna¢me P. Uvazujme rovnobézku se
zékladnou AB, kterda protind usecky AD, PD, PC, BC po tadé v bodech K, L,
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D3.

M, N. a) Dokazte, ze |KL| = |MN]|. b) Uréete polohu pfimky KL tak, aby platilo
i |[KL|=|LM|. [60-C-T-6]

Lichobéznik ABC'D mé zékladny AB a C'D po tadé délek 18cm a 6cm. Pro bod E
strany AB plati 2|AF| = |EB|. Tézisté trojihelnika ADE, CDE, BCE, jez oznacime
po fadé K, L, M, tvoii vrcholy rovnostranného trojihelniku. a) Dokazte, ze piimky K M
a CM sviraji pravy thel. b) Vypoététe délky ramen lichobézniku ABCD. [60-C-11-3]
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6. Ctyrmistné cislo abed s nenulovymi cislicemi nazveme zrcadlitelné, prdvé kdys pri-
ctenim devitindasobku néjakého trojmistného cisla zapsaného pomoci tri stejnych cislic
vznikne ¢islo deba. Kolik zrcadlitelnych ¢isel existuje?

(Méria Doményovd, Patrik Bak)

RESENI. Nejprve poznamenejme, Ze &islice a, b, ¢, d mohou byt vSechny navzajem
ruzné nebo nékteré mohou byt stejné, ze zadani jsou vSechny moznosti pripustné.
Trojmistné ¢islo se tfemi stejnymi ¢islicemi oznacme jako eee. Zrcadlitelné ¢islo musi
splnovat rovnici

abed + 9 - eee = dcba,

coz muzeme zapsat jako
(1000a + 1006 + 10c + d) 4+ 9(100e 4 10e + €) = 1000d + 100¢ + 10b + a,
a dale ekvivalentné upravit

999a — 999d + 9 - 111e = 90c — 90b,
999(a — d +¢e) = 90(c — b),
111(a —d +e) = 10(c — b). (1)

Vsimnéme si, ze leva strana posledni rovnosti je délitelnd 111. Tedy i prava strana
musi byt délitelnd 111. To muze nastat pouze pokud ¢ = b, protoze —80 < 10(c—b) < 80.
Pak je ale prava strana rovnosti (1) nulové, a tedy nutné d = a + e, coz znamend, ze d
musi byt vétsi nez a.

Zrcadlitelné ¢islo tedy musi splilovat b = ¢ a d > a. Zaroven kazdé ¢islo spliujici
podminky b = ¢, d > a je zrcadlitelné. Z vySe uvedenych vypoctd totiz plyne, ze
trojmistné cislo eee, kde e = d — a vyhovuje podmince ze zadani. Spocitejme nyni
pocet ¢tyfmistnych &sel abed s nenulovymi ¢islicemi, kterd spliiuji b = ¢ a d > a. Za
b = ¢ mizeme zvolit libovolnou z deviti nenulovych ¢islic. Dvojic (d, a) ruznych ¢islic je
9.8 = 72 (d vybirame z deviti hodnot, a uz jen ze zbyvajicich osmi), pouze polovina
z nich (tj. 36) spliuje, ze d > a. Celkem je tedy zrcadlitelnych ¢isel 9 - 36 = 324.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Cislo 49 mé tu vlastnost, e je rovno souctu svého ciferného souéinu a svého ciferného
souctu: 4 -9+ 4 4+ 9 = 49. Kolik dvojmistnych ¢isel mé tuto vlastnost? [9. Libovolné
dvojmistné ¢islo mizeme zapsat jako 10a + b, kde a je prvni Cislice a b je druha ¢islice.
Dostaneme tedy ab + a + b = 10a + b, coz upravime na a(b — 9) = 0. Odtud plyne, ze
b =9 a a mize byt libovolné nenulové. Resenim je tedy 9 éisel: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79,
89, 99.]

N2. Najdéte a) jedno libovolné, b) vSechna fesen{ rovnice

11z =Ty

v mnoziné prirozenych ¢isel. [a) Jedno feSeni najdeme snadno: x = 7,y = 11. b) VSechna
feSeni jsou z = 7a, y = 11a pro libovolné pfirozené &slo a. Zadna dalsi feSeni neexistuj,
protoze leva strana nasi rovnice je vzdy délitelnd ¢islem 11, proto musi byt i prava strana
délitelna 11, tj. y = 11la. Dopocteme x = 7a.]

N3. Dvojmistné ¢islo ab s nenulovymi éislicemi nazveme ctvercovaté, pravé kdyz prictenim
¢isla s obracenym potradim cislic dostaneme druhou mocninu prirozeného cisla. Kolik
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D1.

D2.

D3.

¢tvercovatych &isel existuje? [Dané dvojciferné éislo si opét zapiseme ve tvaru 10a+b. Cislo
ab m4 tedy spliiovat, Ze (10a + b) + (10b + a) = 11(a + b) je druhd mocnina p¥irozeného
¢isla. Zejmé 11 | 11(a+b). Pokud mé byt ¢islo druhou mocninou, pak musi platit 11 | a+b.
Protoze ale 2 < a + b < 18, tak uz nutné a + b = 11. Existuje tedy 8 ¢tvercovatych ¢isel
a to 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83 a 92.]

Najdéte nejvétsi pétimistné prirozené cislo, které je délitelné cislem 101 a které se cte
zepredu stejné jako zezadu. [52-B-S-1]

Urcete pocet vSech pétimistnych palindromi, které jsou délitelné ¢islem 37. (Palindromem
nazyvame Cislo, jehoz zépis v desitkové soustavé se ¢te zepfedu stejné jako zezadu.)
[53-A-11-1]

Najdéte vSechna ¢tyimistnd ¢isla n, kterd maji nasledujici tii vlastnosti: V zépise ¢isla n
jsou dvé riizné é&slice, kazda dvakrat. Cislo n je délitelné sedmi. Cislo, které vznikne
obréacenim poradi ¢islic ¢isla n, je rovnéz ¢tyFmistné a délitelné sedmi. [58 C I 3]
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