74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Ulohy doméciho kola kategorie B

1. Z cislic 1 az 9 vytvorime devitimistné cislo s navzdjem ruznymi cislicemi. Poté kazZdou
jeho dvojict po sobé jdoucich cislic interpretujeme jako dvojmistné cislo a na tabuli
napiseme jeho nejmensi prvociselny délitel. MuZeme tak na tabuli ziskat prdve dve
ruznd prvocisla? Pokud ano, urcete vSechny takové dvojice prvocisel.

RESENI. PYedpoklddejme, Ze existuje ¢islo, ze kterého opravdu miiZzeme ziskat na
tabuli pravé dvé prvocisla. Nejprve ukazeme, ze to jsou nutné prvocisla 2 a 3, a pak
uvedeme priklad devitimistného c¢isla, pro které na tabuli opravdu zistanou jen tato dvé
prvocisla.

Z cislic 1 az 9 jsou 4 sudé (2, 4, 6, 8). Je-li na prvnim misté suda ¢islice, vytvorime
pravé 3 suda cisla, kazdé z nich koncici nékterou ze zbyvajicich t¥i sudych cislic. V tomto
pripadé budou na tabuli pravé 3 dvojky. Pokud na prvnim misté neni suda ¢islice,
tak vytvorime dokonce 4 suda ¢isla, tedy na tabuli budou 4 dvojky. Jedno z prvocisel
napsanych na tabuli je jisté dvojka. Jelikoz na tabuli je napsano 8 cisel a dvojka je tam
nejvyse ctyrikrat, druhé prvocislo tam musi byt alespon ctyrikrat. Vyloucenim jinych
prvocisel ukazeme, ze toto druhé prvocislo mize byt pouze 3.

Prvocéislo 5 miize byt na tabuli nejvyse jednou, a to v tom dvoumistném c¢isle, které
ma na misté jednotek ¢islici 5. Prvocislo 7 ziskame jen z ¢isel 7-7 = 49, 7-11 = 77,
7-13 = 91, cili mtze byt na tabuli nejvyse trikrat. Pro prvocislo p vétsi nez 7, ¢ili alespon
11, mize existovat nejvice jedno vyhovujici dvojmistné ¢islo, a to samotné p (jelikoz jiz
11 - 11 je trojmistné, kazdé jiné dvojmistné ¢islo ma délitele mensiho nez 10, a ten by
zpusobil, Ze na tabuli se dostane prvocislo mensi nez 10, a ne p). Tim jsme zdtavodnili,
ze kromé prvocisla 2 muze byt na tabuli jediné prvocislo 3.

Prikladem disla, které vyhovuje, je 124563987 (dokonce je to nejmensi z nich). Pro
toto ¢islo na tabuli napiseme 2, 2, 3, 2, 3, 3, 2, 3.

KOMENTAR. PrestoZe to pro tiplnost feSeni neni nutné, ukdzeme, jak jsme k néjakému
vyhovujicimu ¢islu mohli prijit. Prirozeny zptsob je stfidat licha a suda cisla tak, aby
dvouciferna ¢isla konécici lichym ¢islem byla délitelna tfemi. Pro kazdou sudou dislici
najdeme vhodny nasobek t¥i, napiiklad 21, 45, 63, 87, z ¢ehoz dostaneme c¢islo 921456387.

Ukazeme jesté systematicky postup, jak prijit k nejmensimu vyhovujicimu ¢islu.
Zactneme zleva a budeme postupné zkouset pripisovat co nejmensi ¢islice. Vzdy, kdyz
by se na tabuli mélo objevit prvocislo jiné nez 2 ¢i 3, vratime se o krok zpét. Tento proces
vylucovani nevhodnych ¢isel vypada nasledovné:

> 123 000 nefunguje, 23 je velké prvocislo.
> 1243000 nefunguje, 43 je velké prvocislo.
> 12453, nefunguje, 53 je velké prvocislo.
> 1245637, nefunguje, 37 je velké prvocislo.
> 124563879 nefunguje, 79 je velké prvocislo.
> 124563897 nefunguje, 97 je velké prvocislo.
> 12456397, nefunguje, 97 je velké prvocislo.
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> 124563987 funguje.
Pocitacem lze ovérit, ze existuje 3 072 moznych vyhovujicich ¢isel.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

Ds.

D4.

Najdéte vSechna dvojmistna c¢isla, jejichz nejmensim prvociselnym délitelem je cislo 7.
[Jsou to ¢isla 7-7 =49, 7-11 = 77, 7-13 = 91. Musi jit o ndsobky sedmi, tedy ¢isla
tvaru 7k, pricemz k nemtize mit mensiho prvociselného délitele nez 7. To vyluc¢uje hodnoty
ke {2,3,4,5,6,8,9,10,12,14}. Pro k = 15 m4 jiz ¢islo 7k vice nez dvé &islice.]

Dokazte, ze kazdé slozené dvojmistné ¢islo ma prvociselného délitele mensiho nez ¢islo 10.
[Sporem. Co kdyby existovalo dvojmistné slozené ¢islo, jehoz kazdy prvociselny délitel je
alespon 107 Jelikoz se jedné o slozené ¢islo, musi mit v prvociselném rozkladu alespon dvé
prvocisla, ale ta musi byt alespon 10, ¢ili uvazované ¢islo by bylo alespon 10 - 10 = 100,
a tedy ne dvojmistné.]

Najdéte vSechna trojmistna isla, kterd se skladaji pouze z €islic 1, 2, 3, 4 (nemusi byt
pouzity vSechny) a kazdé dvojmistné ¢islo urcéené jeho sousednimi ¢islicemi je délitelné
¢islem a) 11, b) 7. [a) Cisla 111, 222, 333, 444; protoze dvojmistna &isla délitelnd 11 jsou
pravé ta se stejnymi Cislicemi. b) 142, 214, 421. Moznéd dvojmistné ¢isla délitelnd sedmi
jsou 14, 21 a 42, pricemz z nich musime vybrat dvé tak, aby posledni ¢islice prvniho ¢isla
byla totoznd s prvni éislici druhého éisla.]

Jenik napsal na tabuli nékolik riznych prvocisel (aspon tii). Kdyz secetl libovolnd dvé
z nich a tento soucet zmensil o 7, bylo vysledné ¢islo mezi napsanymi. Ktera ¢isla mohla
na tabuli byt? [63 B 11 2]

Na tabuli je napsdno ¢tyrmistné cislo délitelné osmi, jehoz posledni ¢islice je 8. Kdy-
bychom posledni ¢islici nahradili ¢islici 7, ziskali bychom ¢islo délitelné deviti. Kdybychom
vSak posledni ¢islici nahradili ¢islici 9, ziskali bychom ¢islo délitelné sedmi. Urcete cislo,
které je napsané na tabuli. [58 B-11]

Na tabuli je napsano jedno nebo nékolik riiznych dvojmistnych pfirozenych éisel. Cislici ¢
na tabuli nazveme dobrou, je-li soucet téch ¢isel z tabule, kterd obsahuji ¢islici ¢, roven
¢islu 71. a) Které z &islic 0 az 9 mohou byt dobré? b) Kolik nejvice &islic muze byt
soucasné dobrych?[71 C II 3]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471894/b63ii.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471804/b58i.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472046/c71ii.pdf
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2. V trojuhelniku ABC' plati |<BAC| = 45°. Stranam AB 4
a AC' jsou vn€ pripsany pravotuhlé rovnoramenné trojihel- N
niky ABP a ACN s preponami AB a AC. Oznacme M P
stred usecky PN . Dokazte, Ze usecka AM mda délku rovnou
poloviné polomeéru kruznice opsané trojuhelniku ABC'.
(Patrik Bak, Anastasia Bredichina) B 2.

RESENI. Necht O je stied kruznice opsané trojihelniku ABC. Vime, Ze bod O lezi
na ose usecky AB. Jelikoz je trojihelnik ABP rovnoramenny, na ose usecky AB lezi
i bod P. Primka PO je tak kolma na tisecku AB, nebot je jeji osou. Z rovnoramennosti
trojihelniku ACN také mame |XCAN| = |xNCA| = 45°. Proto plati |[<BAN| =
= |XBAC| + |«CAN| = 45° + 45° = 90°. Tedy tsecky PO a AN jsou rovnobézné,
nebot jsou obé kolmé na tsecku AB. Analogicky jsou rovnobézné i usecky AP a ON.
Ctytihelnik APON je tak rovnobéznik a jeho thlopiicky se pili. Bod M, ktery je stiedem
thlopricky PN, je tedy i stfedem thlopricky AO. Proto |[AM| = |AO|/2, coz jsme méli
dokazat.

JINE RESEN{. Necht £ je kruZnice opsané trojihelniku ABC a O je jeji stfed. Protoze
|PA| = |PB| a |OA| = |OB|, jsou trojuhelniky PAO a PBO shodné podle véty sss.
Analogicky jsou shodné i trojihelniky NAO a NCO.*

Jelikoz BAC' je obvodovy thel kruznice opsané trojiuhelniku ABC, ktery ptislusi
jejimu stredovému thlu BOC, tak podle véty o obvodovém a stredovém thlu plati

|xBOC| = 2|«BAC| =2 - 45° = 90°.

Protoze OB a OC' jsou poloméry kruznice k, trojihelnik BOC' je rovnoramenny pravouhly
s preponou BC'. Pak plati (viz také ndvodnou tlohu N2)
|BP| V2 _ |BO|

|IBA] 2 |BC|
Plati i
|<xPBO| = |«<xPBA| £ |£xABO| = |£OBC| + |£ABO| = |<xABC|,

kde uhly sc¢itame, pokud bod O lezi v poloroviné BAC' a jinak odecitame. Proto
jsou trojuhelniky PBO a ABC podle véty sus podobné. Analogicky jsou podobné
i trojihelniky NCO a ACB.

* Pri zapisech shodnosti a podobnosti je nutné psat vrcholy ve spravném poradi, napt. pokud trojihelnik
ABC je shodny s XY Z, tak thly ACB a XZY musi byt shodné atd.
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Shrnutim dostavame, ze plati nasledujici podobnosti, resp. shodnosti:
APAOZAPBO ~AABC ~ANOC = A NOA.

Trojuhelniky PAO a NOA jsou tak podobné a maji spole¢nou stranu AO, musi byt
tedy shodné. Proto je ¢tyrthelnik APON rovnobéznik, stited M jeho thlopricky PN je
soucasné stfedem uhlopticky AO, a tedy |AM| = |AO|/2.

KOMENTAR. Ulohu lze fesit i postupnym vyjadfovanim délek tsecek. Nez se do toho
pustime, je dobré si rozmyslet, zda budeme schopni takové vypocty dotahnout do konce.
je zjistit délku usecky AM. Ta je vsak téznici v trojuhelniku APN, a tedy muzeme vyuzit
vzorec (doplnujici tloha D5) vyjadiujici délku téznice pomoci délek stran trojihelniku.
Strany vyjadiime snadno, jelikoz mame v zadani mnoho thla péknych velikosti 45°, 90°
a 135°.

Uvazujme obvyklé znaceni a, b, ¢ délek stran trojihelniku ABC'. Polomér R kruznice
jemu opsané umime ze znamého vztahu (viz také doplnujici tlohu D1) vyjadfit jako
R = a/(2sin45°) = a/v/2. Z rovnoramennych pravothlych trojihelnikic ACN, ABP
uréime |AN| = b/v/2 a |AP| = ¢/+/2. Trojihelniky ABC' a APN maji u vrcholu A po
radé thel 45° a 135°. Také v nich zndme délky dvou stran vychazejicich z vrcholu A.
Proto podle dopliiujicich tiloh D2 a D3* umime dopoditat i stranu proti vrcholu A

a? = b? + 2 — beV/2,
b \? c\? b c o bc
PNP>=(— +(—> t = V2=~ —.
i (\/5 ) V2 V2 V2 2 22
Na zavér uz jen pouzijeme vztah z dopliujici dlohy D5 pro vypocet délky téznice AM,
ktery nasledné zjednodusime:

AN +|AP]2 |PN?

[AM|? =
2 4
V2422 B2+ 22+ be/V2
— 5 _ 7 —
VP4 —bev2  d?
B 8 T8

* Stejny vypocet lze provést i pouzitim kosinové véty.
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Tedy |AM| = a /(2v/2) = R/2, coz jsme méli dokazat.

Na zavér k tomuto feseni dodame, Ze ackoli jsme dokézali pozadované tvrzeni,
neziskali jsme dodateény vhled do geometrické situace. Napi. jsme si neuvédomili, ze
¢tyfuhelnik APON (kde O je stied kruznice opsané trojihelniku ABC') je rovnobéznik,
nebo jsme neodhalili dvojice podobnych trojihelnik zminované ve druhém feseni. Pokud
by napriklad soutézni kol od nas vyzadoval ukazat silnéjsi tvrzeni, ze bod M je stiedem
usecky AO, tak by vypocetni feseni bylo vyrazné naro¢néjsi.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

Nb5.

D1.

Jak v daném trojihelniku najdeme st¥ed kruznice opsané? [Stfed kruznice opsané troji-
helniku se nachazi v pruseciku os jeho stran.]

Uvazujme pravouhly rovnoramenny trojihelnik ABC s preponou AB délky 1. Urcete
velikosti jeho vnitinich hlt a délky ramen. [90°, 45°, 45° a ramena délek /2/2. Uhly
pti zékladné rovnoramenného trojihelniku jsou shodné. Nemohou tak byt oba pravé.
Proto se jednd o thly BAC a ABC, soucet jejich velikosti je 180° — 90° = 90°, tedy
oba maji velikost 45°. Z Pythagorovy véty pro délku r odvésen plati r? + r2 = 12 ¢ili
r=1/v2 = v2/2]

Ve ctytuhelniku ABCD po fadé oznacime S, T, U, V stredy stran AB, BC, CD, DA.
Dokazte, ze tsecka SU puli tsecku VT. [Ijseéka ST je stfedni prickou trojuhelniku
ACB a tsecka VU je stfedni prickou trojihelniku ACD. Proto jsou tsecky ST a VU
rovnobézné s thloptickou AC, a tedy i rovnobézné navzajem. Analogicky jsou rovnobézné
iusecky V.S a TU. Proto je STUV rovnobéznik a jeho thlopticky, tedy tsecky SU a VT,
se puli.]

V trojuhelniku ABC plati [XACB| = 90° a |[XBAC| = 30°. Strandm AB a AC jsou
vné pripsdny rovnostranné trojihelniky ABP a ACN. Oznaéme S stfed usecky AB.
a) Dokazte, ze piimky NS a AP jsou rovnobézné. b) Dokazte, Ze trojihelniky ABC
a NSA jsou shodné. c¢) Necht T, U jsou tézisté po fadé trojihelniki ABP, ACN.
Dokazte, ze trojuhelniky T'AU a PAC jsou podobné a urcete koeficient jejich podobnosti.
[a) Necht M je stfed strany AC. Primka SM je stfedni ptickou trojihelniku ABC,
proto je rovnobézna se stranou CB, tedy kolmé ke strané AC. Proto i pfimka SM
je osou strany AC, na které lezi z rovnoramennosti trojihelniku ACN i bod N. Tedy
piimka NS je kolmé ke strané AC. K nf je kolmd i pfimka AP, jelikoz |<CAP| =
= |XCAB| + |¥BAP| = 90°. b) Plati téz |XSAN| = |XBAC| + |*CAN| = 90°.
Jelikoz piimka SN je osou strany AC rovnoramenného trojuhelniku AC'N, je i osou
jeho protilehlého thlu, tedy |«<SNA| = 30°. Trojihelniky ABC a NSA se tak shoduji
ve velikostech vnitinich dhli a v délkdch stran AN a AC, jsou tak podle véty usu
shodné. ¢) Téznice v rovnostranném trojithelniku je rovnéz osou thlu, proto |XTAU| =
= 30° + 30° + 30° = 90° = |xPAC|. Téznice rovnostranného trojuhelniku se stranou
dlouhou z mé délku 2v/3/2 (Pythagorova véta), tedy vzdalenost jeho vrcholu od tézisté
je 2/3-2+/3/2 = x\/3/3. Proto |AT|/|AP| = |AU|/|AC| = v/3/3. Podobnost trojiihelnikt
TAU a PAC tak plyne z véty sus a hledany koeficient podobnosti je v/3/3. ]

Uvazujme trojihelnik ABC, ve kterém je |XBAC| < 60°. Obraz bodu B v osové
soumérnosti podle piimky AC' oznaCme D, obraz C podle AB ozna¢me E a obraz B
podle AD ozna¢me F'. Dokazte, ze |CF| = |DE|. [T0-B-S-2]

Nasledujici doplnujici tlohy jsou zameéreny na vyjadieni délek v trojuhelniku pomoci délek
jeho stran, resp. velikosti thla. Takové vyjadreni muzeme pouzit pri ¢asteéném nebo
uplném reseni nékterych geometrickych dloh. Ve vsech dlohach pouzivame standardni
znaceni délek stran a velikosti thld trojihelniku ABC.

Dokazte, Ze polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC' s ostrym thlem « je roven
a/(2sin ). [Oznacme O stfed kruznice opsané, R jeji polomér a S stied strany BC.
Z véty o obvodovém a stfedovém thlu ma uhel BOC velikost 2a.. Z rovnosti |OB| =
= |OC| = R plyne |«BOS| = «a. Z pravotuhlého trojihelniku BOS tak ziskdme
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D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

D7.

DS.

sina = |BS|/R, tedy R = a/(2sin ). Na zévér dodejme, zZe v pfipadé o = 90° dostaneme
R = a/(2sin(180° — ), coz je tyz vztah, jelikoz sin(180° — a) = sina. (Tvrzeni také
okamzité plyne z rozsifené sinové véty a/sina = 1/(2R).)]

V trojihelniku ABC plati @ = 45°. Pomoci délek stran b, ¢ vyjiddiete a) vysku ke
strané ¢, b) délku strany a. [a) v. = bv/2/2, b) a = /b2 + 2 — bey/2. Necht P je pata
vysky ke strané c. a) Trojihelnik APC' je rovnoramenny pravouhly s preponou AC, proto
|CP| = v, = b//2 = by/2/2. Stranu a dopocitame Pythagorovou vétou z pravotihlého
trojihelniku BCP, kde |PB| = |c — b/v/2|,

a = <c—\/b§>2+ (\%)2 =02+ 2 — beV/2,

tedy a = /b2 + 2 — bey/2.]

Vyfteste predchozi tlohu pro trojuhelnik, ve kterém je o = 135°. [Opét ziskdme |[CP| =
= b/v/2. Jediny rozdil je v tom, Ze nyni |[PB| = ¢ + b/\/2. Z Pythagorovy véty pro
trojihelnik BCP dostaneme a = v/b2 + ¢2 + bey/2. Postupy z obou tiloh 1ze zobecnit pro
libovolny thel « a ziskame tak vztah a® = b% + ¢ — 2bc cos o znamy jako kosinovd véta.
V piipadé tupého tihlu « plati cos o = — cos(180° — «).]

Necht ABC je trojihelnik s tupym thlem «. Patu vysky z vrcholu C' oznac¢ime P.
Pomoci délek jeho stran vyjadrete |PA|. Jak se zméni vysledek, pokud by byl thel «
ostry? [a) Necht |PA| = x. Z Pythagorovy véty pro pravothlé trojihelniky ACP a BCP
vyjadifme vysku dvéma zptisoby b2 —2% = |OP|? = a?—(c+x)%. Pomoci prvniho a tietiho
vyrazu ziskdme x = |PA| = (a? —b% —c?)/2¢. V pifpadé o < 90° postupujeme analogicky
s tim rozdilem, 7e |PB| = (a — x) a dostaneme |PA| = (b + ¢ — a?)/2c. |

Necht ABC je trojihelnik a t. délka jeho téznice ke strané c. Dokazte, ze plati

#_&+w_§
<92 4’

[Dikaz uvedeme pro trojihelnik s ostrymi dhly «, 3. Dukazy zbyvajicich pfipadu, které se
jen drobné lisi, pfenechdvame ¢tenafi. Inspirovani predchozimi iilohami ozna¢ime P patu
vysky z bodu C a M stied strany AB. Ozna¢me dale |PA| = z a |PB| = y, pfi¢emz z+y =
= ¢. Potom |PM| = |z —yl|/2 a délku téZnice mizeme vyjadiit z pravoihlého trojihelniku
CMP jako t? = v2 + (z — y)?/4. Dokazovanou rovnost tak umime ekvivalentné upravit
na 4v2 + (x — y)? = 2a% + 20> — (z + y)? a nésledné na 4v? = 2(a? — y?) + 2(b* — 2?).
Diikaz dokonéime uzitim rovnosti a? — y? = b* — 2% = v2, které plynou z Pythagorovych
vét pro trojuhelniky ACP a CPB.]

Necht ABC je ostroihly trojtihelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvniti stran AB a AC lezi
po fadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F takovy bod, Ze
ABFC je rovnobéznik. Dokazte, ze |F D| = |FE|. [7T1-B-1-2]

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s nejdelsi stranou BC'. Uvniti jeho stran AB a AC
lezi po fadé body D a F tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Uvazujme déle body F'
a G tak, ze ABCF a ACBG jsou rovnobézniky. Dokazte, ze |FD| = |GE|. [T1-B-S-2]
Necht S je stfed prepony AB pravothlého trojihelniku ABC, ktery neni rovnoramenny.
Oznac¢me D patu vysky z vrcholu C' a R prusecik osy vnitiniho thlu pfi vrcholu C
s preponou AB. Urcete velikosti vnitinich dhlt tohoto trojihelniku, plati-li |SR| = 2|DR)|.
[64-B-1-5)


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472039/b71i.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472042/b71s.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471906/b64i.pdf
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3. Pro kterd prirozend cisla n lze rovnostranny trojuhelnik se stranou délky n rozrezat na
shodné dilky tvaru: a) /N, b) N/\? Dilky jsou tvoreny rovnostranngmi trojihelniky
se stranou délky 1. (Pavel Caldbek, Jaroslav Svréek)

RESENI. Pro obé ¢asti uvedeme nékolik feseni. Ve vSech FeSenich uvazujeme jen
rovnostranné trojuhelniky, i kdyz rovnostrannost explicitné nezminime. Pro jednoduchost
vyjadirovani umistime déleny trojihelnik tak, aby mél jednu stranu vodorovné a protilehly
vrchol nad ni.

Cdst a), proni moznost. Podivejme se (obr. 1) na levy roh na vodorovné (spodni)
strané trojuhelniku. Protoze v tomto rohu mame thel 60°, existuje jediny zptisob, jak lze
odriznout dilek, ktery bude obsahovat tento roh. Po odriznuti ndm opét vznikne vlevo
na vodorovné strané novy roh s tthlem 60°. Pokud tuto uvahu zopakujeme (n — 1)-krat,
tak nam zustane trojuhelnik se stranou délky 1, ktery neni shodny s uvazovanym dilkem.
Podiloze a) tedy zadné kladné celé ¢islo n nevyhovuje.

Obr. 1

Cdst a), druhd mozZnost. Piedpokladejme, Ze méame trojtihelnik roziezany na dilky
tvaru a). Kazdy dilek jesté roziezeme na dva jednotkové rovnostranné trojihelniky a bu-
deme zkoumat, jak takové roztezani velkého trojihelniku na jednotkové miize vypadat.
Vodorovna strana trojihelniku s délkou n je pokryta n jednotkovymi trojuhelniky*, které
jsou orientovany wvrcholem nahoru; nazvéme je modré (obr. 2). Po odstranéni modrych
trojuhelniki zistane n—1 jednotkovych trojihelniki, z nichz kazdy ma se zbytkem utvaru
spolecnou jen jednu stranu a jsou orientovany wvrcholem doli; nazvéme je zelené. Kazdy
modry trojihelnik byl soucasti dilku, jehoz druhy trojihelnik je zeleny. Jenze modrych
trojuhelniki je n a zelenych n — 1, coz je spor. Nevyhovuje tedy zadné n.

ANANANNNN/N\
Obr. 2

Cdst a), treti moznost. Trojihelnik se stranou délky n pokryjeme siti jednotkovych
trojuhelniki. Kazdy z jednotkovych trojihelniki obarvime bud modrou, nebo zelenou
barvou tak, aby jednotkové trojihelniky se spolecnou stranou mély rizné barvy a nejvrch-
néjsi jednotkovy trojihelnik byl modry (jako na obréazku 3). Pomoci n — 1 vodorovnych
car je velky trojuhelnik rozdélen na nékolik ,fadki® V kazdém tadku je vice modrych

* Prunik strany jednotkového trojuhelniku a strany velkého trojuhelniku muze byt jen dsecka, bod nebo
muze byt prazdny; jinak by jednotkovy trojtihelnik presahoval mimo velky trojihelnik. Bod a prazdny prunik
nemaji délku. Usecka musi odpovidat celé strané jednotkového trojihelniku, tedy méa délku 1.

7



74. ROCNIK MO (2024/2025) DOMACI KOLO KATEGORIE B

trojuhelniki nez zelenych, proto i v celém trojihelniku je vice modrych jednotkovych
trojuhelniki nez zelenych.* Kazdy dilek se vsak skladd ze dvou jednotkovych trojihel-
nikl se spolecnou stranou, tedy jednoho modrého a jednoho zeleného. Pokud bychom
uméli cely trojihelnik rozstithat na dilky tvaru a), tak bychom museli mit stejné mnoho
modrych a zelenych jednotkovych trojuhelniki, coz ovsem neni pravda. Proto zadné ¢islo
n nevyhovuje.

INONININAN/N
INONINININININ
\AAANANN/N/

Obr. 3

Cdst b), proni moznost. Trojihelnik se stranou délky n pokryjeme siti jednotkovych
trojuhelniki. Tato sit je rozdélena n — 1 vodorovnymi tseckami na n fad jednotkovych
trojuhelniki. Horni fada se sklada z jednoho jednotkového trojihelniku a kazda dalsi
ma o dva jednotkové trojuhelniky vice. Celkovy pocet jednotkovych trojuhelnika tak je
1+3+5+...+(2n —1) = n? podle zndmého vztahu z ndvodné tlohy N3. Jelikoz
kazdy dilek pokryva pravé 3 jednotkové trojihelniky, tak jejich celkovy pocet n? musi
byt délitelny tremi, a proto i ¢islo n musi byt délitelné tfemi. Tim jsme dostali nutnou
podminku pro roziezani trojihelniku.

Ukazeme, ze tato podminka je i postacujici. Je-li n délitelné tfemi, mizeme velky
trojihelnik rozfezat na (n/3)? malych trojihelnikii se stranou délky 3. Kazdy z téchto
malych trojihelnikia pak roziizneme na tii dilky ve tvaru b) jako na obrazku 4. Proto
podiloze b) vyhovuji pravé vsechna kladnd celd cisla délitelnd tremi.

A

Obr. 4

Cdst b), druhd moznost. Pokud si obsah rovnostranného trojiihelniku se stranou délky
1 ozna¢ime S, mé dilek obsah 3S. Trojihelnik se stranou délky n ma obsah n2S, jelikoz
se sklada z n? jednotkovych trojthelniki, jak jsme ukézali v pfedchozim feseni. (Obsah
velkého trojuhelniku lze urcit i s vyuzitim toho, Ze je podobny jednotkovému trojuhelniku
s koeficientem podobnosti n.) Porovnanim obsahu zjistime, ze velky trojtihelnik musime
roziezat na n2S/(3S) = n?/3 dilki, coz musi byt celé &islo. Cislo n tak musi byt
délitelné 3.

Tvrzeni, Ze kazdy trojihelnik se stranou délky n = 3k umime roziezat na dilky
tvaru b), dokdzeme matematickou indukci podle k. Pro k = 1 rozfizneme trojihelnik se
stranou dlouhou 3 jako na obrazku 4.

* Pocitanim lze ukézat, ze modrych trojihelnika je 1 +2 + ...+ n = n(n + 1)/2 a zelenych je
1424...4+(n—-1)=n(n-1)/2.
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Uvazujme nyni libovolné kladné celé ¢islo k a predpoklddejme, ze trojuhelnik se stra-
nou délky 3k umime rozriznout podle zadani. Ukazeme, ze umime roziiznout i trojuhelnik
se stranou délky 3(k + 1). Vezméme rovnoramenny lichobéznik se zdkladnami dlouhymi
3k+2, 3k+1 a rameny délek 1, ktery je tvoren 3-(2k+1) jednotkovymi trojihelniky a lze
jej rozrezat na 2k + 1 dilk. Tri takové lichobézniky ulozime podél hranice velkého troj-
uhelniku jako na obrazku 5. Ve stfedu nam ztstane rovnostranny trojihelnik se stranou
délky 3k, ktery umime rozrezat na dilky podle indukéniho predpokladu. Tim je dukaz
matematickou indukei ukoncen.

3k +2
Obr. 5

KOMENTAR. V nékterych fesenich jsme pokryli trojihelnik se stranou délky n
siti jednotkovych trojuhelnikti a predpokladali jsme, ze Tezy musime vést podél hran
jednotkovych trojihelnikl tvoricich tuto sif. Prestoze v tlohach tohoto typu se casto
tento predpoklad poklada za samoziejmy a vyuziva se bez dikazu, uvedli jsme i FeSeni,
kterd jej nevyuzivaji. V Casti a) se jednd o treti feseni. V ¢asti b) lze misto pociténi
pokrytych trojihelniku (které tento predpoklad vyuzivd) uvazovat o obsazich, jak jsme
uvedli v druhém feSeni ¢asti b).

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1. Najdéte vSechna kladna celd ¢isla n, pro kterd lze ¢tverec o rozmérech n x n roziezat na
dilky tvaru obdélniku o rozmérech 1 x 2. [Prévé vSechna sudd n. Pro n = 2k roziezeme
Ctverec 2k X 2k na k X k Ctverclt 2 X 2 a kazdy z nich na dva obdélniky 2 x 1. Pro liché n
mé Gtverec obsah n? a jeden dilek m4 obsah 2. Avsak &islo n? neni délitelné dvéma, proto
kol splnit nejde.]

N2. Uvazujme nasledujici t¥i atvary slozené z jednotkovych ¢tverct, ze kterych vystfihneme
Ctverce oznacené kiizkem. Lze zbytky tutvart roziezat na dilky tvaru obdélniku o rozmé-
rech 1 x 27

[Ve vSech piipadech je odpovéd ne. Pro prvni dva utvary to umime zdavodnit pfimo:
z velkého tutvaru budeme postupné vytezavat dilky tak, jak jsou vynuceny. Poradi
vyTezavani je znazornéno na obréazcich ¢isly — mame-li vyfezané dilky po nékteré ¢islo,
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N3.

N4.

D1.

D2.

pak musime vy¥iznout také dilek s ndsledujicim ¢islem (pokud takovy existuje). V obou
pripadech vsak po tomto nuceném rezani dilk oddélime Cerveny Ctverecek 1 x 1.

1_
apN ) 4E|%9
3 20
4 3 11—
5 )
5

Pro vSechny tii utvary lze ukdzat nemoznost pokryti uzitim jiné myslenky: Kazdy z utvaru
vybarvime sachovnicové bilou a ¢ernou barvou. Jeden dilek zakryva jeden ctverecek bilé
a jeden ¢erné barvy. Pokud bychom tedy uméli utvar rozstiihat na dilky, tak mé stejné
Cernych a bilych ¢tvereckt, coz oviem neni pravda. ]

Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n je soucet prvnich n lichych éisel roven éslu n2.
[Pro n = 1 mame soucet 1 = 12, coZ je pravda. Pokud je soudet prvnich n lichych &sel
roven n?, tak po pfi¢teni (n + 1)-tého lichého ¢isla, tedy éfsla 2(n + 1) — 1, dostaneme
soucet n? +2n+1 = (n+1)2, jak jsme méli ukdzat. Tedy postupnym ptidavanim dal$ich
Cisel se rovnost zachova. Takovy typ dukazu se nazyva matematickd indukce a muzete se
o ném vice dozvédét v dopliujicich tlohéch.]

L-tromino se sklada ze t¥i jednotkovych ¢tverca usporadanych do tvaru pismene L. Pro
které hodnoty n z mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} lze ¢tverec n X n rozfezat na dilky
tvaru L-tromina? [Pro 6 a 9. Ctverec ma obsah n? a jeden dilek mé obsah 3. Proto n?
musi byt délitelné tfemi, a tedy i n. Ctverec 3 x 3 nelze rozfezat na zikladé rozboru
pifpadii. Ctverce 6 x 6 a 9 x 9 roziezeme jako na obrazcich.]

IJ—I ,,,,, \_‘ ....

L

Frr e

Zéjemcim doporuCujeme sezndmit se s matematickou indukci. Jednd se o uzitecnou
dikazovou metodu, zejména v situacich zalozenych na opakovani jisté myslenky. Mizete
se s ni sezndmit v brozufe Antonina Vrby Princip matematické indukce z edice Skola
mladych matematikai.

Pro ktera kladnd celd ¢isla lze ¢tverec n x n roziezat na dilky tvaru L-tromina? [Pro
nasobky ti{ vétsi nez 3. Staci doplnit feSeni ndvodné tlohy N4 o rozfezani ¢tverci, jejichz
délka strany je délitelna tfemi. Ctverec 6k x 6k rozfezeme na obdélniky 3 x 2 a kazdy
z nich rozfezeme na dvé L-tromina. Ctverce rozméri (6k + 3) x (6k + 3) roziezeme
uzitim matematické indukce. Jelikoz umime roziezat obdélnik 3 x 2, tak umime rozrezat
i obdélnik 3x 6k. Ctyti takovéto obdélniky ulozime podél hranice ¢tverce (6k+3)x (6k+3),
¢imz ndm ve stfedu zistane ¢tverec (6k —3) x (6k —3), ktery roziezeme podle indukéniho
predpokladu.

Uvazujme c¢tvereckovou sit skladajici se z 2" x 2™ jednotkovych ctverecku. Libovolny
jednotkovy ctverecek obarvime cerné. Dokazte, ze pro kazdé kladné celé ¢islo n 1ze tuto
¢tvereckovou sit pokryt dilky tvaru L-tromina tak, aby jediné tento ¢erny ¢tverecek zustal
nepokryty. [Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei. Pro n = 1 ve étverci 2 x 2 tvor{
bild policka pravé jedno L-tromino. Predpokladejme, Ze tak lze pokryt Ctverec rozméru
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D3.

D4.

2" x 2" bez ohledu na polohu ¢erného tverecku. Ctverec 27! x 27+ rozdélime na
CtyTi ¢tverce 2™ x 2™. V téch tfech z nich, které nemaji ¢erné policko, zabarvime ¢erné
rohovéa policka ve stiedu velkého ¢tverce; tato tfi policka lze pokryt L-trominem. A podle
indukéniho predpokladu nyni i kazdy ze ¢tverci 2" x 2™ lze pokryt L-trominy. Podrobné;jsi
feSeni lze najit v Feseni 8. tlohy 1. zimniho kola KMS 2009/2010.]

Urcete vSechna celd ¢isla n 2 4, pro kterd lze ¢tverec se stranou délky n rozrezat na
dilky tvaru obdélniku o rozmérech 1 x 4. [VSechny nasobky ¢tyf. Pokud je n liché, tak
¢tverec mé obsah n?, coz neni nasobek obsahu dilku. Pokud je n = 4k + 2, tak rozdélime
¢tverec na (2k + 1) x (2k+ 1) mensich Ctvercu 2 x 2, které Sachovnicové obarvime. Kazdy
dilek se musi sklddat ze dvou Cernych a ze dvou bilych ¢tverca 1 x 1, tedy obsahuje
stejné ¢ernych a bilych ¢tverci. Ovsem cely ctverec obsahuje vice ¢tvercu jedné barvy.
Pro n = 4k rozfezeme ¢tverec na k x k ¢tvercl o rozmérech 4 x 4 a kazdy z nich tfemi
rovnobé&znymi fezy na Etyfi obdélniky 1 x 4.]

Uvazujme ¢tvereckovanou sit n x n skladajici se z n x n jednotkovych ¢tverecku. Do této
sité chceme bez prekryvani umistit nékolik pravouhlych rovnoramennych trojihelnikt
s preponou délky 2, jejichz vrcholy se nachézeji ve vrcholech ¢tvereckové sité. Navic,
kazd4 strana ¢tverecku se musi nachdzet v pravé jednom trojihelniku (uvnitt nebo na
obvodu). Najdéte vSechna pfirozend ¢isla, pro kterd je to mozné. [KMS 39. rocnik, 1.
¢ést, 2. kolo, tiloha 8|
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4. a) Najdéte priklad dvojmistného prirozeného cisla n takového, ze cislo 1/n md ve
svém desetinném zapise za desetinnou carkou praveé dveé cislice.

b) Dokazte, Ze pro kaZdd dvé prirozend cisla k, | existuji pravé dvé kladnd raciondlni
cisla, kterd maji v desetinném zdpise za desetinnou cirkou pravé k cislic a jejich
prevracené hodnoty prave | cislic.

(Desetinny zdpis uvazujeme nejkratsi mozny.) (Josef Tkadlec)

RESENI. a) Vyhovuje naptiklad ¢islo n = 25, pro které je 1/25 = 0,04.

Déle uvedeme dvé Teseni ¢asti b). V obou z nich budeme pro struc¢nost rikat, ze kladné
racionalni ¢islo ma délku zapisu d, pokud jeho nejkratsi mozny desetinny zapis ma prave
d ¢islic za desetinnou ¢arkou (vsechna prirozena Cisla tak maji délku 0).

Cdst b), pruni moznost. Kladné racionalni ¢islo z s délkou zapisu d miizeme zapsat
jako ¢/109, kde c je kladné celé ¢islo nedélitelné deseti (viz navodnou tilohu N3). Aviak
¢islo ¢ miize byt délitelné néjakou mocninou dvou nebo néjakou mocninou péti, kterou
muzeme zlomek kratit. Po prevodu do zakladniho tvaru tak ve jmenovateli dostaneme
¢islo tvaru 29725 nebo 295977, kde z je néjaké kladné celé ¢islo. Kladné raciondlni ¢slo
r ma tedy délku zapisu d pravé tehdy, kdyZ v zdkladnim tvaru méa jmenovatel roven 225
pro néjaka nezaporna cela ¢isla a, b, z nichz jedno je rovné d a druhé rovné nejvyse d.
Toto pozorovani oznacime (*).

Uvazujme kladné raciondlni ¢islo x v zdkladnim tvaru p/q, které ma délku za-
pisu k > 0 a jeho prevracend hodnota 1/x = ¢/p ma délku zapisu [ > 0. Podle pozo-
rovani (*) jsou p i ¢ tvaru 295°. Jelikoz zlomek p/q je v zdkladnim tvaru, tak nejvyse
jedno z ¢isel p, g je sudé a nejvyse jedno je délitelné péti. Také jsou obé ¢isla p, ¢ rtizna
od 1, protoze cisla k, [ jsou kladna. Proto jedno z cisel p, ¢ obsahuje v prvociselném
rozkladu jen dvojky a druhé jen pétky.

Vénujme se nejprve pripadu, kdy ¢q obsahuje dvojky. Protoze ¢ neobsahuje v prvocisel-
ném rozkladu pétky a zapis p/q ma délku zapisu k, musi podle (*) byt ¢ = 2*. Protoze p
neobsahuje dvojky a zépis ¢/p ma délku zapisu [, musi byt p = 5. Cislo z = 5 /2% spl-
niuje diky (*) vSechny pozadované podminky a je jednim z ¢isel, jejichz existenci jsme
mdéli podle zadani dokazat. Jedinym dal$im takovym &islem je 2!/5%, které ziskdme jako
jedinou moznost v rozboru druhého pripadu (kdyz g obsahuje pétky).

Cdst b), druhd moznost. Necht p/q je zékladni tvar hledaného zlomku. Jelikoz
raciondlni ¢islo p/q mé délku zapisu k, tak jej umime zapsat jako™

o aby...b
D @b b neboekvivalentns L = Lk
kde a je néjaké nezaporné celé cislo a by,...,b; je k cislic, pricemz by # 0. Stejné

zapiseme i racionalni ¢islo ¢/p s délkou zdpisu [ pomoci nezédporného celého ¢isla ¢ a [
¢islic dy, . .., d;, pricemz d; # 0. Plati tedy

p aby...bx qg cdy...d;
q 10k 7 P 10t -

* Vodorovnou ¢aru pouzivame k oznaceni ¢isla, které vznikne, kdyz ¢isla pod ¢arou zapiSeme za sebou.
V této tloze v tomto zapisu vyznacujeme i polohu desetinné ¢arky. Napt. pokud a = 2024, by = 7 a by = 4,
pak a,blbg = 2024,74
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Pro lepsi piehlednost si ozna¢ime A = ab, ...b, a C = cd; . .. d;. Po tomto nahrazeni
a odstranéni zlomki dostaneme

W0p=A-q  1W0q=C-p,

z ¢ehoz po vzajemném vynasobeni rovnosti a ekvivalentnich tpravach postupné dosta-
vame
10%p-10'g =A-q-C - p,
Ok—H A C
2k+l . 5k’+l —A-C.

Protoze by, # 0 a d; # 0, ¢isla A = aby ... by a C = cdy ...d; nejsou délitelna 10, plati
tedy
(A’ C) c {(2k+l’ 5k+l) , (5]<3‘H7 2]€+l)} ]

Uvéazime dva ptipady:
> (A, C) = (2"3”, 5’““). Odtud

p A72k+l72l q7075k+l75k

g 10F  10F 5 Y p T 100 10r . 2

tedy p/q mé délku zépisu k a ¢/p ma délku zapisu [.
> (A, C) = (5F+, 28)  Odtud

p A 5k+l 5l q C 2k+l 2k
T Tt L R A -2

tedy opét p/q ma délku zapisu k a ¢/p méa délku zapisu .
Hledand raciondln{ &fsla jsou tedy 2!/5% a 5'/2k.

KOMENTAR. Prestoze to zadéni nevyzaduje, ukdZeme zptisob, jak najit vSechna ¢isla n
vyhovujici ¢asti a). Na zakladé pozorovani (*) éislo n musi byt tvaru 2°5°, kde jedno
z nezapornych celych ¢isel a, b je 2 a druhé je nejvyse 2. V tvahu tedy prichézeji

>n = 22 = 4, coz neni dvouciferné;
>n =2%.5 =20, pro které 1/n = 0,05;
>n = 2%.5% =100, pro které 1/n = 0,01;
>n =52 = 25, pro které 1/n = 0,04;
>n =252 =50, pro které 1/n = 0,02;
tedy vyhovuji ¢isla n z mnoziny {20, 25,50, 100}.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Zjistéte, kolik desetinnych mist maji za desetinnou ¢arkou (v nejkratsim mozném zépisu)
Gisla 1/8, 1/32, 1/256. [Maji postupné 3, 5, 8 ¢islic. Kromé pisemného vydéleni to
Ize zjistit i roz&fienim zlomku vhodnou mocninou péti: 1/8 = 53/103, 1/32 = 5°/10°
a 1/256 = 58/108 ]

N2. Zjistéte, pro ktera kladné celd ¢isla n mé ¢islo a) n/3, b) n/30, c) n/18 koneény desetinny
zapis. Sva tvrzeni zdivodnéte. [a), b) ndsobky t¥{, ¢) ndsobky deviti. M4-li zlomek ve
jmenovateli mocninu ¢isla 10, ma koneény desetinny zapis. Plati i opa¢nd implikace. Toto
pozorovani je presnéji formulovano a dokdzano v nésledujici ndvodné tloze. Zlomky n/3
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N3.

N4.

N5.

D1.

D2.

Ds.

D4.

D5.

a n/30 z ¢asti a), b) obsahuji ve jmenovateli prvoéislo 3. Maji-li koneény desetinny zapis,
potom 1i jejich citatel, tedy ¢islo n, musi byt délitelny tfemi, jelikoz mocniny 10 jsou
délitelné jediné prvocisly 2 a 5. Naopak pokud n = 3k pro néjaké k, tak dostdvame
zlomky k/1 a k/10 s koneénym desetinném zapisem. V ¢asti c) je jmenovatel délitelny 32,
takze podobné dostaneme, ze i n musi byt délitelné deviti. Konecné pokud n = 9k, tak
n/18 = k/2 = 5k/10, coz mé koneény desetinny zdpis.]

Dokazte, ze kladné racionalni ¢islo ¢ méa ve svém nejkratsim desetinném zépisu prave
d 2 1 éislic za desetinnou ¢arkou pravé tehdy, kdyz ¢ = ¢/10? pro né&jaké kladné celé
¢islo ¢ nedélitelné deseti. [Predpoklddejme, ze ¢ mé d Cislic v desetinném zépise. Pokud
v &sle ¢ posuneme desetinnou ¢arku o d mist doprava, tedy jej vynasobime &islem 109,
dostaneme celé &islo ¢ = ¢ - 10%. Navic ¢ nemtize konéit nulou, protoze $lo o nejkratsi
mozny z&pis ¢isla q. Proto ¢ = ¢/10%. Naopak mame-li ¢ = ¢/10¢ takto zapsané, potom
po vydéleni éisla ¢ ¢islem 10? dostaneme za desetinnou ¢arkou pravé d poslednich éslic
¢isla c. Jelikoz ¢ neni délitelné deseti, tak jde o nejkratsi mozny zapis.]

Najdéte vSechna kladné celd ¢isla vyhovujici ¢dsti a) soutézniho tlohy. [Viz vzorové
feSent.]

Najdéte vSechny dvojice nesoudélnych kladnych celych &isel x, y, pro kterd plati a) zy =
=441, b) zy = 13*- 14", kde n je dané kladné celé &islo. [a) (1,32 - 72), (3%,7%), (72,3?),
(32-72,1), b) (1,13%.14m), (27, 13%-7™), (77, 13%-77), (13%,14"), (14",13%), (27-134,77),
(77 -13%,27), (13*-14",1). a) Rozlozime 441 = 32 - 72. JelikoZ = a y jsou nesoudélna, tak
prvocislo 3 se mize vyskytnout v prvociselném rozkladu jen jednoho z ¢isel z, y. Totéz
plati pro prvoéislo 7. Mame proto ¢tyti mozné dvojice (x,y), jak jsme uvedli. Cést b)
fesime podobné s tim, Ze uvazujeme rozklad 2" -7"-13%, ktery nyni obsahuje tii prvocisla.
Dostaneme osm TesSeni.]

Najdéte vSechny dvojice kladnych celych &isel (a,b), pro které plati

4% =b* 4 1.

[KMS 42. rocnik, 1. ¢ast, 2. kolo]

Najdéte vSechna pfirozend ¢isla n, pro kterd je soudin (2™ 4 1)(3™ + 2) délitelny ¢éislem
57, [61-A-S-3]

Rozhodnéte, zda existuje 2024 navzajem ruznych kladnych celych cisel s nasledujici vlast-
nosti: Uvazime-li vSechny mozné podily dvou riznych ¢éisel (uvazujeme a/b i b/a), dosta-
neme C¢isla s koneénymi desetinnymi rozvoji (za desetinnou ¢érkou) navzajem ruznych
nenulovych délek. [CAPS 2024, tloha 1]

Rozhodnéte, zda existuji kladnd cela cisla n a k takova, ze

n
11k —n

je druhou mocninou celého ¢isla. [67-A-T1-4]

Dokazte, 7e existuje nekoneéné mnoho celych &isel, kterd nelze vyjadfit ve tvaru 2¢ 4 3% —
— 5, pficemz a, b, ¢ jsou nezaporné celd ¢isla. [68-A-T1T-5]

Zajemcum o ziskani celistvéjsich poznatki z oblasti délitelnosti celych ¢isel doporucujeme
brozuru Frantiska Veselého O délitelnosti ¢isel celijch z edice Skola mladijch matematiki
a také brozuru Aloise Apfelbecka Kongruence, kterd obsahuje Sirokou potfebnou teorii
k préci se zbytky po déleni.
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5. Oznacme k kruznici opsanou ostrouhlému trojuhelniku ABC'. Jeji obraz v soumeérnosti
podle primky BC' proting poloprimky opacné k BA a C'A po radé v bodech D # B
a E # C. Predpoklidejme, Ze tusecky CD a BE se protinaji na kruznici k. Urcete
vsechny mozné velikosti ihlu BAC. (Patrik Bak)

RESEN{ (obr. 1). Obraz kruznice k v osové soumérnosti podle piimky BC' oznacime &'
Oblouk BC' kruznice k obsahujici bod A se v této osové soumérnosti zobrazi na oblouk
BC kruznice k" obsahujici body D a FE, protoze body D a E podle zadani lezi v poloroviné
opacné k BC'A. Jelikoz jde o shodné oblouky, tak jim ptislusi shodné obvodové thly (viz
také navodnou ulohu N3), tedy plati | X BAC| = |XxCDB| = |£CEB]|. Trojihelniky CAD
a BAE tedy maji dvé dvojice shodnych uhla, proto i |[XACD| = |xEBA|.

Pokud predpokladame, ze se usecky C'D a BE protinaji na kruznici k, tak soucet
velikosti shodnych thli ACD a EBA je 180°, tedy | < ACD| = |XEBA| = 90°. Z rovno-
ramenného pravoihlého trojihelniku CAD (resp. BAE) dostavame, ze |<BAC| = 45°,
coz je jedind mozna velikost thlu BAC'.

Naopak pokud |<BAC| = 45°, tak rovnoramenné trojihelniky CAD a BAFE jsou
pravouhlé s pravymi uhly ACD a ABE. Proto prusecik F' primek C'D a BE vytvori
spolu s body B, A, C tétivovy c¢tyruhelnik, tedy F' lezi na kruznici k.

JINE RESENI (obr. 2). Ozna¢me F prusecik tsecek C'D a BE a « hledanou veli-
kost thlu BAC. Stejnym argumentem (o obvodovych thlech) jako v predchozim feseni
dostaneme, ze |XCDB| = |XCEB| = «. Trojihelniky CAD a BEA jsou tak rovno-
ramenné a |¥ACD| = |¥ABE| = 180° — 2a. Uhel DBF je vedlejsim k thlu EBA,
tudiz ma velikost 180° — (180° — 2a) = 2a. Uhel CFB je vné&jsim thlem pii vr-
cholu F v trojihelniku BF'D. Vyjadiime jej jako soucet zbylych dvou vnitinich thlq,
tedy |XCFB| = |XBDF|+ |£DBF| = a+ 2a = 3.

Bod F' lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC pravé tehdy, kdyz |<BAC| +
+ |[«CFB| = a + 3a = 180°, ¢ili pravé tehdy, kdyz o = 45°. Tim jsme urcili jedinou
moznou velikost uhlu BAC.
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Obr. 2

JINE RESENI (obr. 3). Ulohu pieformulujeme nasledovné. Nejprve zvolime bod X
kratsiho oblouku BC' kruznice k opsané trojihelniku ABC' (ktery neobsahuje bod A).
Poté ozna¢ime D’ prusecik ptimek CX, AB a E’ prusecik piimek BX a AC' (Uvazujeme
jen ty body X, pro které tyto pruseciky existuji a lezi v poloroviné BC'A.). Usecky C'D
a BE se protnou na kruznici k (v bodé X) pravé tehdy, kdyz body D’ a E’ lezi na
kruznici s ni soumérné sdruzené podle ptimky BC. Jelikoz tthel ABC' je vnéjsim tihlem
trojihelniku BC'D’ a thel ACB je vngjsim tihlem trojihelniku BO'E' plati

|«BD'C| = |¥ABC| - |«*BCX| a |XCE'B|=|xACB|- |xCBX].
Proto
|¥BD'C| + |<CE'B| =|«ABC| + |£xACB| — (]¥xBCX| + |*CBX]) =
=180° — [ BAC| — (180° — |¥xBXC|) = 180° — 2|« BAC]|.

A

D/

Obr. 3
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V zadané situaci vSak plati D’ = D, E' = E a zaroven thly ADC, AEB a BAC
maji stejnou velikost, jelikoz prislusi stejné dlouhé tétivé ve shodnych kruznicich. Z toho
dostéavame, ze 2| < BAC| = 180° — 2|xBAC, z ¢ehoz mame |< BAC| = 45°. Pro uplnost
jesté dodame, ze usecky C'D a BE lezi podle zadani v poloroviné opacné k BC' A, proto
i jejich prusecik se bude nachazet na oblouku BC' kruznice k neobsahujicim bod A.

Naopak pokud |€£BAC| = 45°, tak za bod X zvolime prusec¢ik tusecky C'D s kruznici.
Tehdy D' = D, |« AD'C| = | ADC| = 45° a |[XAE'B| = 180° — 2|x BAC| — |« AD'C| =
= 45°. Proto bod E’ lezi s body B, C, D na kruZnici, coZ znamend, ze E' = E. Usecky C'D
a BE se tak protinaji na kruznici k.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:
Pred fesenim této tilohy vam doporucujeme seznédmit se s vétou o obvodovém a stfedovém
thlu a s vlastnostmi tétivovych ¢tytuhelnikia. K objeveni tohoto vztahu navadi prvni
navodnd uloha. Zajemcim doporucujeme brozurku Stanislava Horaka Kruznice z edice
Skola mladijch matematikii.

N1. Na kruzmici & se stfedem O jsou ddny body B a C' tak, ze |[<BOC| = 120°. Na del$im
oblouku BC zvolme bod A a oznatme |[XAOB| = §. a) Zjistéte velikost tthlu BAC,
kdyz & = 140°. b) Zjistéte, jak mdme volit thel §, aby mél tthel BAC co nejvétsi
velikost. ¢) Jak se zméni vysledek piedeslé tlohy, pokud bod A miZeme zvolit libovolné
na kruznici k (s vyjimkou bodu B, C')? [V rovnoramennych trojihelnicich BOC, COA
a AOB spocitejte tihly nebo je vyjadrete v zavislosti na thlu §. Dejte si pozor na spravné
séitani, resp. odec¢itani hli podle toho, zda je bod O uvnitf nebo vné trojihelniku ABC.
V a) vyjde |¥BAC| = 60°, stejné jako v b) nezavisle na volbé . V ¢) vyjde 120°. Reseni
tikolu b) Ize pifmo zobecnit na ditkaz véty o obvodovém a stfedovém tihlu. Reseni tilohy c)
zase ukazuje, Ze v tétivovém ¢tyttuhelniku je soucet velikosti protilehlych ihlia roven 180°.]

N2. P¥ipomeiite si nasledujici tvrzeni: Ctyithelnik je tétivovy pravé tehdy, kdyz soucet
velikost{ jeho protéjsich thla je 180°. [Dukaz naleznete napiiklad. na str. 20 (Véta 5)
ve zminované brozute Kruznice.)

N3. Dokazte, ze oblouktim stejné délky téze kruznice prislusi obvodové thly stejné velikosti.
[Ozna¢me uvazované oblouky AB a CD a S stied kruznice. Jelikoz maji stejnou délku, tak
jim prislusi shodné stredové ihly ASB a C'SD. Z rovnosti stifedovych uhla tak vyplyva
i rovnost obvodovych thli.]

N4. Ozna¢me S stied oblouku BC kruznice opsané trojihelniku ABC, ktery neobsahuje
bod A. Dokazte, ze AS je osou thlu BAC. [Oblouky BS a SC jsou stejné dlouhé, proto
jim pifslus{ stejné obvodové tihly BAS a C'AS']

N5. Dvé shodné kruznice k, | se protinaji v bodech A, B. Na kruznici k& zvolime bod C
a na kruznici ! bod D tak, aby bod A byl vnitinim bodem tusecky CD. Dokazte, Ze
|BC| = |BD|. [Uhly ACB a ADB jsou obvodové thly pifslusejici delsfmu oblouku AB
shodnych kruznic k a [, jsou tak shodné, z ¢ehoz pfimo plyne |BC| = |BD|.]

N6. Je dén trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu B. Oznac¢me [ stfed kruznice jemu
vepsané a M stred prepony AC. Predpokladejme, Ze body B, I, M, C lezi na jedné
kruznici. Urcete velikost thlu BAC'. [60°. Jedn4 se o zjednodusenou tlohu 72-B-1-6.]

D1. Dokazte, ze stfedy kruznic vné pripsanych jednotlivym stranam libovolného konvexniho
¢tyrihelniku lez{ na téze kruznici. [69-B-S-2]

D2. Necht D je libovolny vnitini bod strany AB trojihelniku ABC. Na poloptimkich BC
a AC zvolme po fadé body E a F tak, aby platilo |BD| = |BE| a |AD| = |AF|. Dokazte,
ze body C, E, F a stfed I kruznice vepsané trojuhelniku ABC lezi na téze kruznici.
[63-B-1-3]

D3. Je dén ostrouhly trojihelnik ABC' s patami vysek D, E, F' lezicimi po fadé na stranach
AB, BC, CA. Obraz bodu F' ve stfedové soumérnosti podle stfedu strany AB lezi na
piimce DE. Uréete velikost thlu BAC. [57-A-11-3, slovenskd verze]
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D4. Je dan pravothly trojuhelnik ABC. Na jeho pfeponé BC lezi body D, E takové, ze
|CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je takovy vnitini bod trojihelniku ABC, ze DEF
je pravouhly rovnoramenny trojuhelnik s preponou DFE. Jakd je velikost thlu BFC?
[68-A-T1-3]

D5. Necht ABCD je kosoctverec s kratsi tthloptickou BD a E vnitini bod jeho strany CD,
ktery lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABD. Urcete velikost jeho vnitiniho thlu
u vrcholu A, pokud maji kruznice opsané trojihelnikim ACD a BCE pravé jeden
spoleény bod. [67-B-1-3]
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6. Kladnd redlnd cisla z, y, z spliiuji nerovnosti vy 2 2, vz 2 3, yz = 6. Jakou nejmensi
hodnotu mize nabyvat vyraz 13z + 10y? + 5222 (Patrik Bak)

RESENI. Zkoumany viraz doplnime na tii druhé mocniny dvojélentl. Takové vyrazy
maji pouze nezaporné hodnoty, jelikoz druhd mocnina kazdého realného cisla je neza-
porna. Doplnéni zvolime tak, aby nam mimo druhé mocniny zustaly nasobky vyrazu xy,
xz, yz, které odhadneme ze zadani:

1322 + 10y* + 522 = 42® + 9% + 922 + 2% + 9% + 427 =
= (22 —y)* + 3z — 2)? + (3y — 22)? + day + 62z + 12yz =
> 4oy +6xz+ 12yz 2 4-2+6-3+12-6 = 98.

Rovnost nastava pro z = 1, y = 2, z = 3, tedy nalezeny dolni odhad je dosazitelny. Proto
nejmensi hodnota zkoumaného vyrazu je 98.

KOMENTAR. Prestoze uvedené Teseni je strucné, neni piimocaré na néj prijit. Proto
ted ilustrujme myslenky, které k nému mohou vést. Prvni ideou je ziskat dolni odhad
vhodnym doplnénim na t¥i Ctverce (druhé mocniny) dvouclenu. Z kazdého Ctverce
dostaneme dva z ¢lenit 22, y2, 22 a jeden z ¢lent zy, z2, yz. Cleny zy, rz a yz nim
pak zlstanou mimo ¢tverce a ty odhadneme podle zadani. Klicovym krokem je spravné
nalozit s konstantami, které jsou u z2, y? a 2z?. K tomu nam pomiize pozorovani, ze
viechny tyto tii konstanty umime vyjadfit jako soucet étvercii: 13 = 22432, 10 = 12 + 32
a b = 12 4+ 22. To ndm napovidd, Ze vhodny rozklad na tii ¢tverce bychom mohli ziskat
vytvorenim vhodnych dvojic z téchto Sesti cleni. Mame celkem 8 moznosti. Mizeme

vyzkouset vsechny, napriklad z rozkladu
13202 + 10y + 522 = (20 — 3y)? + (3 — 2)* + (y — 22)? + 120y + 6wz + 4yz = 66

ziskame slaby odhad, kterého nelze dosahnout. ZkousSeni si umime usnadnit uhodnutim
(napt. na zakladé vyzkouseni nékolika trojic), Ze nejmensi hodnota vyrazu nastane pro
(z,y,2) = (1,2, 3). Ctverce pak zvolime tak, aby pro tuto trojici nabyvaly nuly.

Stejnou myslenku lze podat mirné odlisSnym zptsobem. Secteme nerovnosti, které
jsou specialnimi pt¥ipady zndmé nerovnosti a? + b* = 2ab (viz ndvodnou tlohu N1)

42 +y* 2 day 2 8,
922 + 2% > 622 > 18,
9y? +42% > 12yz > 72,

z ¢ehoz 1322 4 10y? + 522 = 98. Rovnost nastava pro xz = 1, y = 2, z = 3, ¢ili skuteéné
jde o hledané minimum.

JINE RESENI. Ozna¢me zy = 2a, vz = 3b, yz = 6¢ pro redlnd disla a, b, ¢, kterd
podle zadani musi byt vétsi nebo rovna 1. Pak plati 22 = 2a - 3b/(6¢) = ab/c, podobné
y* = 4ac/b, 2*> = 9bc/a, ¢imz tikol pfevedeme na hledani nejmensi hodnoty vyrazu

b pe

13x2—|—10y2+522:13-a—+40~%+45- (1)
C

a
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pro redlné éisla a,b,c = 1. Ukdzeme, Ze nejmensi hodnota uvedeného vyrazu je 98.
Hodnotu 98 dosahneme volbou a =b=c = 1.

Predpokladejme, Ze pro néjaka cisla a, b, ¢ = 1 nabyva vyraz hodnoty mensi nez 98.
P1i feseni opakované vyuzijeme tvrzeni z dopliujici dlohy D4: funkce kx + ¢/x s kladnou
realnou proménnou z a kladnymi redlnymi konstantami k, ¢ nabyva v bodé x = M =
— \/{/k minima o hodnoté 2v/kf a pro = > M je rostouci.

Vyraz (1) lze vyjadrit jako funkci proménné ¢ predpisem f(c) = kc + £/c, kde
k = 40a/b + 45b/a a ¢ = 13ab. Ta dosahuje pro kladné ¢ minimum v bodé M. =
= +/13ab/(40a/b+ 45b/a). Nejprve vylou¢ime pifpad, kdy M, > 1, a pak vyfesime
zbyvajici ptipad, kdy M, < 1. Pokud M, > 1, pak vyraz (1) nabyvad minima v bodé
¢ = M, jehoz hodnota je

2,/13ab - (40a/b + 45 b
21/13ab - (40a/b + 45b/a) > V13a <Ma/ i /“):2(40-%+45-5>,

pricemz jsme vyuzili, Ze 1 > 1/M,. Na ziskany vyraz se podivame jako na funkci proménné
a/b a odhadneme jeho nejmensi hodnotu z dopliujici tlohy D4 (resp. muzeme pouzit
i nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem z doplnujici dlohy D1), ¢imz
dostaneme

b
2(40-%+45-—> > 9.9v/40-45 > 98,
a

coz je spor s predpokladem, ze vyraz nabyva hodnotu mensi nez 98. Proto M, < 1
a vyraz (1) nabyva minima pro ¢ = 1. Zbyva nam tak najit minimum vyrazu
a b
13ab+40 - — 4+ 45 - —. 2)
b a
Podobné jako v predchozim odstavci zkoumejme nyni vyraz (2) jako funkei pro-
ménné b. Necht M, = /40a/(13a +45/a). Pokud M, > 1, tak FeSenim nerovnice
40a > 13a + 45/a dostaneme, ze musi platit a > /5/3. V tomto pripadé mé vyraz (2)
minimum

2v/40a (13a + 45/a) = 2v/40\/13a2 + 45 > 2/40+/13 - 5/3 + 45 > 98.

Proto plati M, < 1 a vyraz (2) nabyva minima v bodé b = 1.

Zbyva ndm najit minimum vyrazu 53a+45/a. Jelikoz M, = 1/45/53 < 1, tak hledané
minimum je 98 pro a = 1.

Zkoumany vyraz (1) tedy nabyva minima pro a = b = ¢ = 1, ¢emuz odpovidaji
hodnoty z =1,y =2, 2 = 3.

JINE RESENI. ReSeni zalozime na intuitivnim pozorovani: nejmensi hodnotu mé
zadany vyraz tehdy, kdyz jsou hodnoty z, y, z co nejmensi, pficemz jejich zmensovani je
limitovano jistymi nerovnostmi. Uvazujme libovolnou trojici x, y, z spliiujici nerovnosti ze
zadani. Pokud v nejvice jedné nerovnosti nastava rovnost, tak existuje proménna, ktera se
nachézi ve dvou ostrych nerovnostech. Predpokladejme, Ze se jedna o proménnou x, tedy
ze plati zy > 2 a 2z > 3 (zbyvajici dva pripady jsou analogické). Obé hodnoty 2/y a 3/z
jsou mensi nez x. Zmensime tedy ¢islo z na ¢islo 2’ rovné maximu téchto dvou hodnot.
Potom pro trojici 2/, y, z plati 2’y = 2, 2’2z = 3, pFi¢emz v alespon jednom piipadé nastava
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rovnost. Stale plati yz > 6, aviak 132’2 + 10y? + 522 < 1322 + 10y? + 522. Kazdou trojici
x, Yy, z muzeme touto tvahou, prip. jesté jejim zopakovanim, nahradit trojici, pro kterou
v alespon dvou nerovnostech nastava rovnost, pricemz nestoupne hodnota zkoumaného
vyrazu. Proto se nam staci omezit na trojice, kde alespon ve dvou ze zadanych nerovnosti
nastava rovnost.

Uvazujme piipad, kdy zy = 2 a xz = 3. Dosazenim y = 2/z, z = 3/x do zkoumaného
vyrazu dostavame

40 45

_+_:
2 x?

85

x2’

1322 + 10y* + 52% = 132* + 1322 + (3)

Zbyva nam tedy minimalizovat vyraz s jednou proménnou x. Ta vSak nemize byt
libovolna. Musi totiz platit

6
= — tedy x S 1.

6= yz= ot

2 3
SvE=3g
Vyraz (3) tedy minimalizujeme pro z € (0,1)). Tento vyraz ma tvar f(z) = ka? + (/2>
(pro vhodné kladné konstanty k, ¢). Podle dopliujici tlohy D3 funkce f nabyvd minima
pro x = {/85/13, coz je vice nez 1, a pro mensi kladné hodnoty = je klesajici. Proto
minimum na intervalu (0,1) nastane v hraniénim pripadé x = 1. V tomto pripadé
dostavame y = 2, z = 3 a nejmensi hodnotu vyrazu 13- 12 +10-2%2 + 5. 32 = 98.

Zbyvajici dva pripady provérime analogicky. Pokud xy = 2 a yz = 6, tak dosadime
x=2/y az=06/y a mnimalizujeme funkci

52 180

1322 + 10y 4 522 = 7 + 1092 + = 10y + =

e y?
za podminky 3 < xz = 2-6/y?, tedy y < 2. Analogicky jako v prvnim piipadé uréime,
ze tato funkce nabyvd minima pro y = {/232/10 > 2 a pro y € (0,2) je klesajici.
V nasi situaci proto nejmensi hodnotu ziskdme pro y = 2, coz opét vede ke trojici
(x,y,2) = (1,2,3).

Pokud zz = 3 a yz = 6, tak dosadime = = 3/z a y = 6/z a minimalizujeme funkci

117 360 477
—2+—2+5Z2:5Z2+—2
4 4 z

1322 + 10y? 4 522 =
za podminky 2 < ay = 3-6/2% tedy z < 3. Tato funkce nabyvid minima pro
z = +/477/5 > 3 a pro mensi hodnoty je klesajici, proto minimum vyrazu 98 dosdhneme
v tomto piipadé pro z = 3, tedy také pro trojici (z,y,z) = (1,2, 3).

Ve vsech tiech pripadech jsme zjistili, Ze hodnota zkoumaného vyrazu je alespon 98.
Navic jsme ukdzali, Ze této hodnoty je dosazeno pro (z,y,z) = (1,2,3). Tim je TeSeni
ukonceno.

KOMENTAR. Rozbor jednotlivych pifipadi mizeme zkratit, uhodneme-li minimum
(tfeba na zakladé nacrtu grafu funkce). Napf. pro vyraz (3) nam stac¢i dokézat, ze
132%+85/x2 = 98. To lze udélat ekvivalentni{ ipravou na nerovnost (1—z2)(85—13z2%) = 0,
kterd pro x € (0, 1) zjevné plati.

Na zavér jesté dodame, ze tato metoda je z uvedenych reseni nejobecnéjsi a daji se
pomoci ni snadno Tesit i variace této ulohy, napr. pokud bychom misto vyrazu v zadani
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méli hledat nejmensi moznou hodnotu vyrazu 8422+ 3y?+22. V poslednich dvou piipadech
nam také vyjde nejmensi mozna hodnota 105 pro trojici (z,y,z) = (1,2,3). AvsSak
v prvnim pifpadé dospéjeme k funkci 8422 + 21/2%, kterd dosahuje nejmensi mozné
hodnoty 84 pro x = /21/84 = 1//2 (nésledné y = 2v/2 a z = 3v/2, éili yz = 12 > 6).
Vidime, Ze obecné nemame zaruceno, ze nejmensi hodnoty vyrazu dosahneme tehdy,
kdyz ve vsech trech nerovnostech ze zadani nastanou rovnosti. Proto feSeni soutézni
ulohy zalozené na tvaze, ze pro dosazeni nejmensi hodnoty vyrazu musi nastat vsechny
tfi z rovnosti xy = 2, zz = 3 a yz = 6, obecné neni spravné, i kdyz pro zadany vyraz
1322 + 10y? + 522 vede ke spravnému vysledku.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:
Névodné tkoly N1 az N3 jsou zaméfeny na Upravy vyrazi na ctverce, ¢imz myslime druhé
mocniny mnohoclent (v nasem pripadé dvojélent). Takové tpravy jsou ¢asto klicové pri
dokazovani nerovnosti ¢i hleddn{ extrému vyraz, coz si mizZete vyzkouset v tlohdch N4
a N9. Uloha N7 upozoriiuje na nespravné fedeni tlohy N5, ktera je podobnd i samotné
soutézni tloze. Uloha N8 naznacuje, jak lze tuto nespravnou tivahu opravit.

N1. Dokazte, Ze pro libovolna redlna ¢isla a, b plati a? + b? = 2ab, pii¢emz rovnost nastane,
pravé kdyZz a = b. [Dokazovanou nerovnost ekvivalentné upravime na (a — b)? = 0.]

N2. Dokazte, ze pro libovolna redlna &isla a, b, ¢ plati a® + b2 + ¢ = ab + bc + ca, pricemsz
rovnost nastévd jediné pro a = b = ¢. [Naznacime dva diikazy. Prvni: ekvivalentni tpravy
zacinajici vyndsobenim dvéma vedouci k nerovnosti (a — b)? + (b — ¢)? + (¢ — a)? = 0;
rovnost nastava prave tehdy, kdyz vsechny zavorky jsou rovny nule, tedy kdyz a = b = c.
Druhy: se¢teme nerovnosti a® +b% = 2ab, b*> +c? = 2bc, c? +a? 2 2ca a vydélime dvéma.]

N3. Dokazte, ze pro libovolna reilna ¢isla a, b, ¢ plati

a) 5a? + 6b% + 7c? = 4ab + 6ac + 8be, b) 3a? + 3b2 + 8¢? = 4(ab + ac + be),
c) ba? + 5b + 2¢* = 2ab + 4ac + 4be.
Urcete vSechny trojice ¢isel a, b, ¢, pro které nastava rovnost. [a) Nerovnost ziskdme
sou¢tem nerovnosti 2a? + 2b% = 4ab, 3a® + 3¢ = 6ac, 4b> + 4c> = 8be, které jsme dostali
vynasobenim nerovnosti z tllohy N1 vhodnymi konstantami. Rovnost musi nastat ve vsech
tfech nerovnostech, z ¢ehoz mame a = b = c. b) Se¢teme nerovnosti 2a% + 2b% = 4ab,
a?+(2¢)? 2 4dac, b*> +(2c)? = 4be. Rovnost nastdva pro a = b = 2¢. ¢) Sefteme nerovnosti
a? + b2 = 2ab, 4a% + c? = 4dac, 4b* + ¢ = 4bc. Rovnost nastava pro a = b = c/2.
Vsechny t¥i nerovnosti lze také dokdzat tipravou na 2(a — b)? + 3(a —¢)? +4(b—c)? 2 0,
2(a —b)2 + (a —2¢)? + (b—2¢)? = 0, resp. (a — b)?> + (2a — )2 + (2b—¢)? = 0.]

N4. Kladnd redlné ¢isla z, y spliuji xy = 2. Jaké nejmensi hodnoty muze nabyvat vyraz
422 + 9y?? [24. Plat{ 42% + 9y?> = (22 — 3y)? + 12zy = 122y = 24. Tuto hodnotu
dostaneme, pokud 2z = 3y a zy = 2, tedy pokud = = /3/2 a y = 1/8/3.]

N5. Nezépornd reilna ¢isla x, y, z spliiuji x +y =2 6, x + 2 = 8, y + z = 10. Jaké nejmensi
hodnoty mtize nabyvat vyraz z2 +y% + 22?7 [56. Pokud z > 8, pak 22 + % + 22 = 22 > 64.
Pokud z < 8, tak ¢isla 8 — z a 10 — z jsou kladnd, proto plati 2% 4+ y? + 22 >
> (8—2)2+ (10 — 2)?2 + 22 = 3(2 — 6)? + 56 = 56. Hodnota 56 je mens{ nez v pifpadé
z 2 8 a je dosaZzena pro (z,y,z) = (2,4,6) (dokonce je to jediny piipad). Proto
56 je hledand nejmensi hodnota. Ukdzeme jesté jeden zpisob, jak ukézat nerovnost
2% + 92 + 22 = 56, na kterém ilustrujeme nékolik uziteénych myslenek. Budeme se opirat
o hypotézu, Ze nejmensi hodnoty bude vyraz nabyvat pro (z,y,z) = (2,4,6). (K této
hypotéze lze dojit na zdkladé zkousSeni ruznych hodnot.) Budeme vychdzet z nerovnosti
a’ + b*> = 2ab z tlohy N1. Na levé strané chceme dostat néjaké z vyrazt x2, y2, 22
a na pravé strané néjaké z vyraza x, y, z. To dostaneme, pokud do nerovnosti z role N1
dosadime jednu proménnou a jednu konstantu. Dosadime-li proménnou x, tak chceme
zvolit konstantu 2, aby rovnost nastavala v pripadé x = 2 jako v nasi hypotéze. Tak
dostaneme, Ze plati nerovnost x2 +22 > 4x. Podobné plati i y? +42 > 8y a 22 +6% > 12z.
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Seétenfm téchto tif nerovnost{ dostaneme 2 +4%+ 22 = 42 +8y+ 12z —56. Pro dokonéen{
dikazu ndm stac¢i vhodné odhadnout hodnotu vyrazu 4x + 8y + 12z, k ¢emuz muzeme
vyuzit nerovnosti ze zadani. Konkrétné plati 4z + 8y + 12z — 56 = 4(z + z) + 8(y + 2) —
—5624-84+8-10— 56 = 56, ¢imz je dikaz ukoncen. Jesté vysvétlime, jak jsme prisli
k tpravé 4z + 8y + 12z = 4(x + z) + 8(y + z). Obecné chceme najit takové konstanty a, b,
¢, pro které bude platit 4o + 8y + 12z = a(x + y) + b(z + 2) + ¢(y + z) . Po rozndsobeni
a porovnani koeficientt pri z, y, z dostaneme, ze musi platit a+b = 4, a+c¢ = 8, b+c¢ = 12.
VyteSenim této soustavy dostaneme, ze (a,b,c) = (0,4, 8).]

N6. Nezépornd redlnd ¢isla x, y, z spliujil x +y =2 4, x +2 =2 8, y+ 2z = 10. Jaké nejmensi
hodnoty mtize nabyvat vyraz 2 + y2 + 22? [56. Ulohu lze Tesit stejné jako predchozi.]

N7. Rozhodnéte, zda je nasledujici feseni tlohy N5 tplné a korektni: Jelikoz chceme dostat
co nejmensi hodnotu vyrazu 22 + y? + 22, tak chceme, aby i vyrazy x +y, 4+ 2 , y + 2
nabyvaly co nejmensi hodnoty, tedy aby v nich byla rovnost. Dostadvame tak soustavu t¥{
rovnic z +y =6, x + 2z = 8, y+ 2z = 10, kterd m4 jediné TeSeni (x,y,z) = (2,4,6).
Nejmensi hodnota je tedy dosazena u tohoto feseni a je to 22 4 4% + 62 = 56. [Reseni
neni spravné, nebot neobsahuje korektni dukaz, ze pri jinych volbach ¢isel nemuzeme
dostat hodnotu vyrazu mensi nez 56. To, ze takova tivaha neni korektni, 1ze vidét, kdyz ji
pouzijeme k feseni tlohy N6. Tehdy dostaneme soustavu z+y =4, x+2 =38, y+2z = 10
s feSenim (7,3, 2) = (1,3,7), pro které 22 + y? + 22 = 12 + 32 + 72 = 59. Avsak nejmensi
moznd hodnota je stéle 56, protoZe jsme v feSeni tlohy N5 nerovnost z+y = 6 nevyuzili.]

N8. Dokazte, ze pri reseni tlohy N5 se stac¢i omezit na trojice x, y, z, pro které plati alespon dveé
zrovnosti z+y = 6, x+2z = 8, y+ 2z = 10. [Na zacatek uvedeme, Ze pro (z,y, z) = (2,4, 6)
nabyva vyraz hodnoty 56 a jsou splnény vSechny tii rovnosti. Vezméme si trojici (z,y, 2),
pro kterou plati nejvyse jedna z uvedenych rovnosti. Vyresime pripad, kdy = +y > 6
ax+z > 8 zbyvajici dva pfipady jsou analogické. Necht 2’ = max(6 — y,8 — z).
Pokud 2’ neni kladné, tak plati y = 6 a 2 = 6. Zkoumany vyraz m4 tak hodnotu alespori
62 + 82 = 100, coz je vice nez hodnota 56 pro (x,y,z) = (2,4,6). V opaéném pifpadé
je ' kladné a plati ' +y 2 6, 2’ + 2z = 8 a alespon v jedné z nerovnosti nastava
rovnost. AvSak x’ < z, tedy hodnotu vyrazu jsme tim zmensili a zvysili pocet dosazenych
rovnosti. Pokud i po této upravé plati nejvyse jedna z rovnosti, tak mizeme tpravu jesté
jednou zopakovat. Proto pro kazdou trojici («,y, z), pro kterou nastava rovnost v nejvice
jedné z nerovnosti, ma vyraz vétsi hodnotu nez pro nékterou trojici s alespon dvéma
dosazenymi rovnostmi. |

N9. Najdéte nejmens{ moznou hodnotu vyrazu 922 +36/22, pokud a) z € (0,00), b) = € (0,1),
c) z € (2,00). [a) 36, b) 45, c¢) 45. Vyraz lze doplnit na ¢tverec 922 + 36/2% =
= (3z — 6/x)% + 36 = 36. Rovnost nastane, kdyz je argumentem druhé mocniny nula,
tedy pro = /2 € (0,00). Tim jsme ukézali, Ze 36 je nejmensi hodnota vyrazu pro
¢ast a). Uvnitf druhé mocniny je vyraz, ktery je rostouci pro x € (0,00). To plyne
z faktu, ze pro 0 < 21 < x2 lze nerovnost 3z; — 6/x1 < 3x9 — 6/x2 ekvivalentné upravit
na 0 < (xg — x1)(3+6/(z122)). Vyraz 3z — 6/ nabyva nulové hodnoty pro = = v/2. Pro
x € (0,v/2), atedy i pro x € (0,1), je vyraz rostouci a zdporny, proto jeho druh4 mocnina
(3z —6/2)? je klesajici. Nejmens{ moZnou hodnotu vyrazu pro &ast b) tak dostaneme pro
nejvétsi mozné x, tedy pro x = 1, coz odpovidd hodnoté 45. V ¢4sti ¢) je vyraz 3x — 6/x
kladny a rostouci, tedy i jeho druhd mocnina bude kladna a rostouci. Nejmensi moznou
hodnotu vyrazu tak ziskdme pro x = 2, coZ odpovidd hodnoté 45.]

D1. Dokazte, Ze pro libovolnd dvé nezdporna realné cisla x, y plati nerovnost

>
prifemz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz z = y.* [Jelikoz na obou stranidch méme
nezéporna &isla, nerovnost je ekvivalentni s (z + y)?/4 = zy, a ta zase s (z — y)? = 0.]

* Této nerovnosti se Fikd nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem a plati i pro vice nez
dvé ¢isla, tedy (v1 + @2 + ...+ zp)/n 2 Y123 ... 2, plati pro libovolnych n nezdpornych redlnych ¢isel
L1,X2y...,Tp.
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D2.

Ds.

D4.

D5.

D6.

D7.

DS.

D9.

D1o.

Dokazte, ze pro libovolné kladné redlné konstanty k, ¢ je funkce y = kx — ¢/x pro
kladn4 ¢isla z rostouci. [Funkce kx je rostouci a funkce ¢/x je pro = > 0 klesajici, tedy
funkce —¢/x je rostouci. Zkoumand funkce kx + (—¢/x) je tedy soucet dvou rostoucich
funkci, a proto je rostouci. Jinym fesenim je ukazat, ze pro libovolné 0 < z; < xo plati
kxy—0/x1 < kxo—L /o, jelikoz je tato nerovnost ekvivalentni (z1 —x2)(k+£/(z122))) < 0,
coz v nasem piipadé zjevné plati.]

Uvazujme funkci y = kz? + £/x? pro kladné realné ¢islo = a kladné redlné konstanty k,
£. Necht M = W Dokazte, ze tato funkce nabyva minima pro x = M, pficemz
pro x € (0, M) je klesajic{ a pro x € (M, 00) je rostouci. [Jde o obecnou verzi tlohy N9.
Piedpis funkce vhodné doplnime na ¢tverec: y = (Vk-z—v/0/x)?+2vkl. Viraz v zévorce
je podle tlohy D2 rostouci a nabyva nuly pravé pro x = M. Proto je vyraz v zavorce pro
x < M ziporny, tedy jeho absolutni hodnota, a tedy i druhd mocnina klesd. Pro x = M
je zase kladny, a proto funkce pro x = M roste.]

Uvazujme funkei y = kx + £/ pro kladné redlné ¢islo x a kladné redlné konstanty k,
£. Necht M = \/5/7 Dokazte, ze tato funkce nabyva minima pro x = M, pri¢emz pro
x € (0, M) je klesajici a pro € (M, 00) je rostouci. [Podobné jako v ptredchozi 1loze
feseni vyplyva z tpravy y = (Vkz — \/6/7)2 + 2VEkl. Diikaz, ze funkce vVkz — \/{/x je
rostouci, je podobny dikazu v tloze D2.]

Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

2
V=o+ -
1 + 222’
kde z je libovolné redlné ¢islo. Pro kterd = vyraz V této hodnoty nabyva? [64-B-11-2]
Pro nezédporné realnd cisla a, b plati a+b = 2. Urcete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu
vyrazu

a® +b?

V= ab+1"

[68-B-I1-1]

Pro nezapornd realna ¢isla a, b plati a? + b> = 1. Urcete nejmensi i nejvétsi moznou
hodnotu vyrazu

a* +b* +ab+1

V =
a+b
[68-B-I-4]
Reélnd ¢isla a, b spliuji vztah a —b > 2. Uréete nejmensi moznou hodnotu vyrazu a* +b*.
[Hledand nejmensi hodnota je 2, které dosdhneme pro a = 1, b = —1. Dukaz nerovnosti

at +b* = 2 naleznete v TeSeni 3. tlohy 1. letniho kola KMS 2012/2013.]

Najdéte maximalni hodnotu vyrazu a® +b? + ¢? pro redlna éisla a, b, c takova, ze viechna
tii ¢isla a + b, b+ ¢, ¢ + a jsou z intervalu (0, 1). [68—A-I1-4]

Soucet 74 (ne nutné ruznych) redlnych ¢&isel z uzavieného intervalu (4, 10) je 356. Urdete
nejvétsi moznou hodnotu souctu jejich druhych mocnin. [73-A-11-4]
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