74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

|. kolo kategorie Z9

7911
Najdéte vsechny dvojice celych cisel x a y takovych, ze x + y je prvocislo a 3z + by
je 16. (P. Bak)

MozZné reseni. Hledame celd ¢isla x, y vyhovujici podminkdm
3r+5y=16, z+y=np,

kde p je neznamé prvocislo. Z druhé rovnice vyjadiime y = p — xz a dosadime do prvni
rovnice. Po upravach dostavame:
3z +5(p —z) = 16,
op — 2z = 16,
5p = 2(8 4 z).

Na pravé strané posledni upravené rovnice je sudé ¢islo, tedy p musi byt sudé prvocislo
neboli p = 2. Odtud po dosazeni dostavame

5=84z, y=2-—=x.

Jedina vyhovujici dvojice ¢isel je x = —3 a y = 5.

Jiné FeSeni. Cislo 3z + 5y = 16 je sudé, tedy z a y musi mit stejnou paritu (jinak by
uvedend kombinace byla licha). Proto také soucet x + y je sudy a jediné sudé prvoéislo je
2. Tedy p = 2 a dostavame soustavu rovnic:

3r+5y =16, x4y =2.
Obvyklymi tpravami (jako napf. u predchoziho feSeni) zjistime, ze jedinym FeSenim této
soustavy je dvojice Cisel t = —3 a y = 5.

Jiné fesSeni. ZaCneme tim, Ze popiSeme vSechna celociselné feSeni rovnice 3x + 5y = 16
a poté ovérime druhou podminku. Postupné pro nasobky 5 vyjadiime rozdil od 16 a ovérime
délitelnost tremi:

Sy e -5 0 5 10
16 — 5y . 21 16 11 6
deél. 3 ... ano ne ne ano
Prvnimu vyhovujicimu pripadu v tabulce odpovida dvojice x1 = 7 a y; = —1, druhému

dvojice z2 = 2 a yo = 2. Rozdily mezi témito dvéma FeSenimi (stejné jako mezi jakymikoli
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dvéma sousednimi feSenimi) jsou 1 — x9 = 5 a y; — yo = —3. VSechna celociselnd Feseni
rovnice 3z + 5y = 16 jsou tvaru

r=2+5bk, y=2-23k, (%)
kde k je celé ¢islo. Pomoci tohoto mezivysledku vyjadiime soucet,
r+y=4+2k=22+k),

coz znamena, ze x+y je sudé ¢islo. Soucasné x4y ma byt prvocislo a jediné sudé prvocislo
je 2. Tedy k = —1 a po dosazeni do (%) dostavame jedinou vyhovujici dvojici ¢isel x = —3
ay=>.

79-1-2
Pravidelny étyfboky hranol mé objem 864 cm? a obsah jeho plasté je dvojnasobkem

obsahu podstavy.
Urcete velikost télesové thlopticky hranolu. (V. Dedek)

Mozné teseni. Oznacime velikost hrany podstavy a, velikost vysky hranolu v a velikost
jeho télesové thlopiicky u (vie v cm). Obsah podstavy je pak vyjadfen jako a2, objem
hranolu jako a?v a obsah plasté jako 4av. Ze zaddni mame vztahy

a’v = 864, 4dav = 2a2,

z nichz vyjadiime a, v a nasledné dopocitdme u.
Po kréaceni z druhého vztahu (velikost a je nenulova) plyne a = 2v a dosazenim do
prvniho vztahu dostdvime 403 = 864. Tedy

v=+v216=6, a=2-6=12.

Télesova uhlopricka hranolu je pfeponou pravouhlého trojuhelniku, jehoz jedna od-
vésna je uhloprickou podstavy a druha vyskou hranolu. Dvojim uzitim Pythagorovy véty

dostavame
u=1/2a?+v?2 =324 = 18.

Telesova uhlopricka hranolu méfi 18 cm.

7Z9-1-3

Mnozinu {1,2,3,4,...,n} sestavajici z prvnich n pfirozenych ¢isel méame za kol roz-
délit do péti neprazdnych podmnozin tak, aby cisla v kazdé podmnoziné byla po dvou
nesoudélna.

Najdéte nejvétsi mozné n, pro které to je mozné. (T. Barta)

Mozné feSeni. Abychom mohli rozdélovat do péti mnozin, musi byt n alespon pét.
Pro n =5 je rozdéleni jediné mozné:

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}
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Pro n = 6 je jedno z moznych rozdéleni toto:

{12}, {3}, {4}, {5}, {6}

Pro rostouci n muzeme zkouset hledat rozdéleni s pozadovanymi vlastnostmi. Budeme
uspésni az po n = 11, kde jedno z moznych rozdéleni je toto:

(1,2}, {3,4}, {5,6}, {7,8}, {9,10,11}.

Pro n 2 12 je v dané mnoziné alespor Sest sudych ¢isel 2, 4, 6, 8, 10, 12, kterd mame
rozdélit do péti podmnozin. Tedy alespon v jedné podmnoziné se sejdou alespon dvé suda
¢isla. Kazda dvé suda cisla vsak maji spolecného délitele, proto rozdéleni s pozadovanymi
vlastnostmi pro zadné n = 12 neni mozné.

Nejvétsi mozné n je 11.

7Z9-1-4
Rozhodnéte, zda je mozné k ¢islu s cifernym souctem 2024 pricist jednomistné ¢islo
tak, aby vysledné ¢islo mélo ciferny soucet 74. (T. Barta)

Mozné FeSeni. Po pfi¢teni jednomistného ¢isla se mé ciferny soucet podstatné zmensit.
To se muze stat v cisle s hodné devitkami za sebou, které se zméni na nuly. Napf. ¢islo
9994 s cifernym souc¢tem 31 se po pricteni 6 zméni na ¢islo 10000 s cifernym souctem 1.

V nasem priipadé se ma ciferny soucet zmensit o 2024 — 74 = 1950. Pritom plati
1950 = 216 -9+ 6, tedy budeme potiebovat 216 devitek. Rozdilu 1950 v cifernych souctech
lze dosdhnout tak, ze k ¢islu sestavajiciho z 216 devitek a sedmicky (které ma ciferny soucet
216-9+4 7 = 1951) pri¢teme 3, ¢imZ dostaneme éislo sestavajici z jednicky a 217 nul (které
mé ciferny soucet 1).

Nyni staci predchozi napad upravit tak, aby ptivodni ¢islo mélo ciferny soucet 2024.
Protoze 2024 = 1951 + 73, staci zleva pridat libovolnou posloupnost ¢islic se souc¢tem 73
a jednu nulu. Vyhovujici odpovédi muze byt napt. ¢islo sestavajici ze 73 jednicek, jedné
nuly, 216 devitek a sedmicky:

1111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111-
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Z9-1-5

V trojuhelniku ABC' je strana AB dvakrat delsi nez strana AC. Osa thlu BAC
protind stranu BC' v bodé D. Rovnobézka se stranou AB prochéazejici bodem D protina
stranu AC' v bodé E. Rovnobézka s tiseckou AD prochéazejici bodem E protina stranu BC
v bodé F'.

Urcete pomér tsecek AD a EF. (M. Domdnyovd)
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B D F C

Poznamka: obrazek je pouze ilustracni.

MozZné teseni. Diky rovnobéznosti AD|EF jsou trojuhelniky CAD a CEF podobné
a hledany pomeér tsecek odpovida koeficientu této podobnosti. Diky rovnobéznosti AB||ED
jsou také trojuhelniky CAB a C' E D podobné. Koeficient podobnosti pro prvni i pro druhou
dvojici trojuhelniki je stejny, nebof je uréen tymz bodem FE na strané AC. Tento pomér
odvodime z daného poméru stran trojuhelniku ABC'.

Zacneme tim, ze si uvédomime nekolik vztaht mezi thly vyznacenymi na nasledujicim
obrazku:

B

Primka AD je osou uhlu BAC, tedy sousedni uhly « a ( jsou shodné. Pfimky AB
a ED jsou rovnobézné, tedy stiidavé thly a a v u vrcholi A a D jsou shodné. Celkem
plati, Ze thly 8 a « jsou shodné. Tedy trojuhelnik ADFE je rovnoramenny se shodnymi
rameny AE a ED.

Trojahelniky CAB a C'ED jsou podobné, tedy odpovidajici si poméry stran jsou
stejné. Zejména |ED| : |[EC| = |AB| : |AC|, a tento pomér je podle zadéni 2 : 1. Do-
hromady s pfedchozim poznatkem (|AE| = |ED|) dostavame |AE| : |[EC| = 2 : 1 neboli
|AC| : |[EC| = 3 : 1. To je hledany pomér podobnosti trojihelniki CAD a CEF.

Usecky AD a EF jsou v poméru 3 : 1.

Poznamky. Obecné plati, Ze osa vnitiniho thlu trojuhelniku déli protilehlou stranu ve
stejném poméru, v jakém jsou pfilehlé strany. V nasem piipadé to znamena |BD| : |DC| =
= |BA| : |AC| a obdobné (ze vzajemné podobnosti) |DF| : |FC| = |DE| : |EC|. Tento
pomér vSak zndme ze zadani, tj. |[DF| : |[F'C| = 2 : 1 neboli |DC| : |[FC| = 3 : 1. To je
hledany pomér podobnosti trojuhelnikit CAD a CEF, a tedy i usecek AD a EF.
Vsechny zminované dvojice podobnych trojuhelniki jsou stejnolehlé se stfedem v bodé
C. Hledany pomér velikosti isecek AD a EF' je koeficientem této stejnolehlosti, zejména
plati |AD|: |EF| = |BC|: |DC|. To, ze tento pomér je 3 : 1, plyne z interpretace bodu D

Vvev
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2b b

Zde bod G je doplnén jako bod soumeérny s bodem A podle stfedu C. Bod C je
stfedem tusecky AG, tedy pfimka BC' je téznici trojihelniku ABG. Trojuhelnik ABG je
rovnoramenny a piimka AD je osou thlu vymezeného rameny AB a AG, tedy to je také
téznice. Proto je bod D tézistém trojuhelniku ABG.

79-1-6

Plavci Pstruh a Pulec chtéli zmérit své sily. Z protilehlych stran bazénu skocili soucasné
do sousednich drah a plavali proti sobé, kazdy svoji konstantni rychlosti. Poprvé se plavci
minuli ve vzdalenosti osm metri od Pstruhovy startovni strany, na konci drahy se hbité
otocili a plavali nazpét. Podruhé se plavci minuli ve vzdalenosti pét metrti od Pulcovy
startovni strany, doplavali na konec drahy, a tim zavod skon¢il.

Urcete, kdo vyhral a jakd byla délka bazénu. (L. Hozova)

Mozné feseni. Druhé mijeni probéhlo bliz od Pulcova biehu nez prvni mijeni od Pstru-
hova biehu. Tedy Pulec plaval rychleji nez Pstruh, a proto po zasluze vyhral.

Pri prvnim mijeni méli Pstruh a Pulec v souctu uplavanu jednu délku bazénu, pfi
druhém mijeni méli v souctu tii délky bazénu. Pokud oznac¢ime t ¢as prvniho mijeni, pak
v case 2t mél Pulec otocku za sebou, zatimco Pstruh pfed sebou, a v case 3t se mijeli
podruhé.

Pstruh za cas t uplaval 8 metrt, tedy za cas 3t uplaval 24 metri. Soucasné v Case 3t
preplaval cely bazén a dalsich 5 metri po otoéce. Bazén mél na délku 19 metrt (24—5 = 19).

Poznamky. Pro kontrolu mtzeme vyjadfit vzdalenost mezi misty mijeni jako 19—-8 -5 =
= 6 (m). Pulec za ¢asovy interval délky ¢ uplaval 5+ 6 = 11 (m). Mezi ¢asy t a 2t doplaval
na konec bazénu, oto¢il se a ptidal 11 — 8 = 3 (m). Mezi ¢asy 2t a 3t uplaval dalsich 11 m
a na druhy konec bazénu mu chybélo 19 — 3 — 11 = 5 (m). To souhlasi s idajem ze zadani.
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Prikladame pokus o znazornéni celé situace:

Pstruh > —

Pulec

8m 6m 5m

Jiné rfeseni. K délce bazénu se lze dopocitat pomoci neznamé x, kterd znaci vzdalenost
v metrech mezi misty prvniho a druhého mijeni:

Z predchoziho Teseni vime, ze vzdalenost, kterou uplaval kazdy z plavct od prvniho
mijeni po druhé mijeni, je dvojnédsobkem vzdalenosti, kterou uplaval od startu po prvni
mijeni. Vyjadiime-li tyto vzdalenosti pro Pstruha, dostavame

r+10=2-8,

a tedy x = 6. Bazén mél na délku 19 metra (8 +6 + 5 = 19).

Poznamky. Pro kontrolu mtzeme vyjadrit uvedené vzdalenosti pro Pulce: dostavame
rovnici

16 +z =2(5+ )
s tymz fesenim z = 6.
Ptedchozi vztahy pro Pstruha a Pulce lze souhrnné zapsat takto:

x—l—lO_ 16 +x
8 54z

Bez tivodniho postfehu o pomérech uplavanych vzdélenosti mezi startem a misty mijeni

mame jen rovnici
x+10 16+«

8  54ux

Ta po upravach vede ke kvadratické rovnici

22+ Tr —78 =0,

kterd mé kofeny x = 6 a + = —13. Reseni nasi tlohy odpovida kladny kofen.
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