74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Ulohy krajského kola kategorie A

. Jsou ddna dvé navzdjem rizna realna &isla a, b takova, ze vyrazy a® +b a a + b> maji
stejnou hodnotu. Dokazte, Ze pro jejich soucin plati —1 < ab < %

. Probiha online hlasovani mezi variantami A a B. Nez Pavel hlasoval, byl pocet
procent hlast pro variantu A roven kladnému celému ¢islu. Pavlovym hlasem se toto
¢islo zvétsilo presné o jedna. Dokazte, ze Pavliv hlas byl devatendctym hlasem pro
variantu A.

. V tymu je sedm hraci. V kazdém kole turnaje jich pét hraje a dva sedi na tribuné.
Dokazte, ze nezavisle na (kladném) poctu kol i vybéru pétic 1ze na konci turnaje nalézt
dva hrace, kteti byli spolu (at uz na hfisti nebo na tribuné) ve vice nez poloviné kol.

. Vroviné je dana tsecka BC'. Uvazujeme vSechny ostrothlé trojihelniky ABC', v nichz
|xBAC| = 45°. V kazdém takovém trojihelniku oznac¢ime D a E po fadé ty
body stran AB a AC, pro které je piimka BC' spolecnou tecnou kruznic opsanych
trojuhelnikim AC'D a ABE. Paty kolmic z bodi D a E k ptimce BC' ozna¢ime po
rfadé P a (). Dokazte, ze v roviné existuje bod X nelezici na primce BC, pro néjz
velikost hlu PX () nezavisi na poloze bodu A.

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 14. ledna 2025

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby souté-
zici méli na treseni tloh 4 hodiny cistého casu; pripadné dotazy
k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich 20 minutach.
Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodii; hodnoti se pri-
tom nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a tupl-
nost sepsan¢ho postupu, vysledky vsech potiebnych pisemnych
nebo pamétnych vypoc¢ti musi byt zaznamenany. Bodova hra-
nice k urceni tspésnych ftesiteli bude stanovena centralné po
vyhodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vsech kraji. Povo-
lené pomucky jsou psaci a rysovaci potreby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim sou-
téze.
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1. Jsou ddna dvé navzdjem riiznd redind cisla a, b takovd, Ze vijrazy a® +b a a+ b> maji
stejnou hodnotu. DokaZte, Ze pro jejich soucin plati —1 < ab < %
(Jana Kopfové, Jaromir Simsa)

RESEN{. Ode¢tenim vyrazii a® + b a a + b3 a vytknutim rozdilu a — b dostaneme
0=(a®+b)—(a+b) =(a®—b*) — (a—0b) = (a—b)(a* + ab + b* — 1).

Odtud po vydéleni nenulovym vyrazem a — b plyne a® + ab + b* = 1.
Pozadované dvé nerovnosti dokazeme zvlast. Pro dikaz horniho odhadu postupné
upravujme
1=a*+ab+b* = (a—b)*+ 3ab > 3ab,

kde nerovnost je ostrd, jelikoz ze zadani mame a # b, a tedy (a — b)? > 0. Po vydéleni
tremi jiz dostavame ab < 1/3.
Podobné pro diikaz dolniho odhadu upravujme

1=a*+ab+0*=(a+b)?*—ab> —ab,
kde nerovnost plati, protoze (a + b)? = 0. Proto skuteéné ab = —1.

P0OZNAMKA. Z predvedeného FeSeni plyne, Ze rovnost v nerovnosti —1 < ab nastane,
pravé kdyz b = —a. Lze dopocitat, Ze to nastane pro (a,b) € {(1,—1),(—1,1)}. Rovnéz
lze ukazat, ze hodnota soucinu ab muze byt libovolné blizko k horni hranici %, ale hodnoty
presné % kvili podmince a # b nikdy nedosahne.

PozZNAMKA. Dikaz horntho odhadu ab < 1/3 pro realna ¢isla, kterd spliuji vztah
a’? + ab + b?> = 1, lze vést rtzné. Napiiklad lze prohldsit za zndmé, Ze plati nerovnosti
a® 4 b? = 2ab resp. a® + ab + b? = 3ab a Ze v nich nastéva rovnost jen v piipadé a = b.

JINE RESEN{. Nastinime jesté jiny zpusob, jak dokondit FeSeni od okamziku, kdy jsme
odvodili vztah a® + ab + b?> = 1. Na odvozeny vztah se podivdme jako na kvadratickou
rovnici v proménné b s parametrem a

b’ +a-b+ (a*—1)=0.

2

Jeji diskriminant je D = a? — 4(a? — 1) = 4 — 3a®. Aby byl diskriminant nezéporny,

musi byt a? < % neboli a € (—% 3, % 3). Podle zndmého vzorce pro Teseni kvadratické
. , — v/4—3a?2 , s o v
rovnice mame by 9 = W. Misto dokazovani —1 < ab < % tak muzeme dokazovat

nerovnosti v jediné proménné a, a to

2 3

Tyto dvé nerovnosti dokazeme zvlast. Tu levou nejdiiv ekvivalentné upravime do tvaru

Fav4—3a2 <2 —d?

< 2 je prava strana nezaporna, takze po umocnéni na druhou

—a + V4 — 3a? _ 1

—1

A

a .

Diky nerovnosti a? <

4
3
sta¢l dokézat nerovnost

a?(4 — 3a%) £ (2 — d?)?,

2
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kterd je po tpravé ekvivalentni se zfejmou nerovnosti 0 < 4(a* — 1)2. Pravou nerovnost
dokazeme podobné. Upravime ji do tvaru

+3av/4 — 3a2 < 2 + 3d?,

takze po umocnéni na druhou staci dokazat nerovnost
9a%(4 — 3a%) < 4 + 12a® 4 9a*,

kterd je po tpravé ekvivalentni s nerovnosti 0 < 4(3a? —1)2. Jisté plati neostrd nerovnost
0 < 4(3a® — 1)?, pfitom rovnost nastdvd jen pokud |a| = %\/3 Pro a = +% 3 vyjde
bio € {—i—%\/g, —é\/g} Prvni ptipad je ze zadani vylouc¢en a v druhém piipadé (kdy
a > 0 > b) je dokazovand nerovnost ab < % splnéna trividlné. Podobné pro a = —:v/3

3
vyjde by 2 € {—%\/3, +§\/§} a Zaver je stejny.

JINE RESEN{. Zavedeme nové proménné s = 1(a+b), d = L(a —b). Pak a = s + d,
b= s — d a podle podminky tlohy je d # 0. Rovnost a® + b = b3 4 a tak piejde v

(s+d)’*+ (s —d) = (s —d)’ + (s +d),

coZ po umocnén{ a nésledné tpravé davd 6s%d + 2d> = 2d. Po vydéleni (nenulovym)
¢islem 2d dostaneme rovnost
352 +d* =1,

kterd je obdobou rovnosti a? + ab + b?> = 1 z predchozich TeSeni. Ze vztahu 3s% + d? = 1
plyne 0 < d><1as?= %(1 — d?). Mame za tkol odhadnout vyraz

ab=(s+d)(s—d)=s>—d* = %(1—4d2).

To je uz snadné. Jelikoz d? > 0, plati ab < %(1 —4-0) = % A jelikoz d? < 1, plati
abz 3(1—4-1)=—1.

Za plné feseni udélte 6 bodt. V netplnych TeSenich ocente ¢astecné kroky z vysSe popsanych postupi
nasledovné:
A1. Dikaz nerovnosti ab < 1/3: 3 body.
A2. Dikaz nerovnosti ab = —1: 3 body.
B1. Odvozeni rovnosti a? + ab + b? = 1: 2 body.
H1. Dikaz, Ze z a® + ab + b*> = 1 plyne ab < 1/3: 1 bod.
H2. Dikaz, Ze z a®> + ab+b*> = 1 a a # b plyne ab < 1/3: 2 body.
D1. Dtkaz, Ze z a® + ab + b> = 1 plyne ab = —1: 2 body.
Celkem pak za netplnd feSeni udélte max(Al + A2, Bl + max(H1,H2) + D1) bodu.
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2. Probihd online hlasovani mezi variantami A a B. Nez Pavel hlasoval, byl pocet
procent hlasiu pro variantu A roven kladnému celému cislu. Pavlovym hlasem se toto
cislo zvetsilo presné o jedna. Dokazte, Ze Pavluv hlas byl devatendctym hlasem pro
variantu A. (Josef Tkadlec)

RESENI. Zaméfme se na moment tésné pred tim, nez hlasoval Pavel. Ozna¢me n pocet
hlasujicich (pfed Pavlem) a a pocet hlasi, které tehdy varianta A méla. Jelikoz pocet
procent hlasu pro variantu A byl kladny, aspon nékdo pro ni hlasoval, takze a,n = 1.

Pavlovym hlasem stoupl podil hlast pro variantu A o 1 procentni bod, plati tak
a+1 a 1
=24, (1)
n+1 n 100

coz po odstranéni zlomkt a dalsich upravach prevedeme do tvaru

100n(a + 1) = 100(n + 1)a + n(n + 1),
100n = 100a + n(n + 1),
n(99 —n) = 100a. (2)

Jelikoz pravé strana je kladnd, musi byt n € {1,2,...,98}. Pro kazdou z téchto 98
moznych hodnot n bychom ted v principu mohli prostym dosazenim zjistit, zda hodnota
a =n(99 —n)/100 vyjde celociselna. Préci si uleh¢ime nasledujicim pozorovanim.

Prava strana rovnosti (2) je ndsobkem 25, takze i leva strana musi byt nasobkem 25.
Protoze ¢islo 99 neni délitelné péti, nemohou byt soucasné délitelni péti oba cinitelé n
a 99 —n, tudiz ndsobkem 25 musi byt jeden z nich. V tvahu tak ptichazeji souciny 25- 74,
50-49 a 75-24 (kde ¢initelé odpovidaji ¢islim n a 99 —n v jednom ze dvou poradi). Souc¢in
je nasobkem 100, je tak délitelny ¢tyrmi, cemuz vyhovuje jen ten treti z nich. Plati tedy
bud n = 75, nebo n = 24. V obou pripadech ziskdme a = n(99—n)/100 = 75-24/100 = 18,

takze Pavluv hlas byl skutecné devatenactym hlasem pro variantu A.

PozNAMKA. I kdyZ to nebylo nasim tkolem, dokdzali jsme vlastné, Ze popsané

hlasovani mohlo mit dvé podoby:

(i) v pfipadé n = 75 hlasoval Pavel jako 76. v poradi a podil hlastu pro variantu A stoupl
z 18/75 =24 % na 19/76 = 25 %,

(ii) v pripadé n = 24 hlasoval Pavel jako 25. v potadi a podil hlast pro variantu A stoupl
7 18/24 =75 % na 19/25 = 76 %.

POZNAMKA. V FeSeni jsme nikde nepouzili informaci, Ze pocet procent hlast pro
variantu A byl roven celému ¢islu — stacilo nam, zZe toto ¢islo bylo kladné a ze rozdil pred
hlasovanim a po ném byl roven 1.

P0zZNAMKA. Rovnici (2) lze Fe$it i jinym zptsobem, napiiklad jako kvadratickou rov-
nici n? — 99n + 100a = 0 s proménnou n a parametrem a. Diskriminant D = 9801 — 400a
této rovnice je nezaporny, takze plati a € {1,2,...,24} a dale lze postupovat ruzné.

JINE RESENI. Jako v prvnim TeSeni oznac¢me n pocet hlasujicich pred Pavlem a
a pocet hlasti pro variantu A. Navic oznacme jesté p € N pocet procent hlasi, které
tehdy varianta A méla. Ze zadani pak mame

a P a+1 p+1
a = .
n 100 n+1 100
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Opét odstranime zlomky a po tupravé dostaneme
100a =n-p a 100a +100 =n-p+n+p+1,

odkud dosazenim prvniho vztahu do druhého (nebo jejich odectenim) vyjde n + p = 99.
Nasledné dosazenim do prvniho vztahu dostaneme

100a =n- (99 — n)

a muzeme pokracovat jako v prvnim reseni.

PozNAMKA. Existuje vice zptisobt jak vystihnout informace ze zadani pomoci rovnice
nebo soustavy rovnic. Napriklad misto ¢isla n ze vzorového TeSeni lze pracovat s cislem
n' = n + 1 (tj. poCet hlasujicich véetné Pavla), s ¢islem o/ = a + 1 (tj. pocet hlasi
pro variantu A véetné Pavla), pripadné s éislem b = n —a = n’ — a’ (tj. pocet hlast
pro variantu B). Vztah (1) z prvniho vzorového feseni tak lze vyjadrit mnoha zpusoby,
napriklad jako

! a’—l+ 1 b a+1 a n 1
= nebo = —.
! at+b+1 a+b 100

a
n n’—1 100
Podobné vztah (2) lze vyjadrit napiiklad jako

1 n—a
- = 1 "—d)Y=n'(n" -1 —a—>b) = 100a.
100~ nn i) nebo 100(n" —a’) =n'(n ) mnebo (a+0)(99 —a—b) = 100a

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. V neuplnych fesenich ocente ¢asteéné kroky z vySe popsanych postupt
nasledovné:
A1. Odvozeni vztahu (1) nebo obdobné rovnice (resp. soustavy rovnic), kterd zachycuje informaci, ze
pocCty procent se lisi o 1: 1 bod.
A2. Odvozeni vztahu (2) nebo obdobné rovnice v soucinovém tvaru jako v posledni poznamce: 2 body.
A3. Redukcee tlohy na rozbor koneéné mnoha prfipadia (napiiklad zdivodnénim, ze musi byt n < 100):
1 bod.
Celkem pak za neuplna feseni udélte A1 + A2 4+ A3 bodu.
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3. V tymu je sedm hraci. V kaZdém kole turnaje jich pét hraje a dva sedi na tribuné.
Dokazte, Ze nezavisle na (kladném) poctu kol i vybéru pétic lze na konci turnaje nalézt
dva hrdce, kteri byli spolu (al uZ na hiisti nebo na tribuné) ve vice nez poloviné kol.

(David Hruska)

RESENI. V kazdém kole se setkala jedna dvojice hra¢ na tribuné a k tomu (g) =10
dvojic hract na hristi, takze v kazdém kole se setkalo 1+ 10 = 11 dvojic hract. Oznacme
k > 0 pocet kol. Pak v pribéhu celého turnaje se setkalo celkem 11k dvojic hrach. Vsech
dvojic hraci je dohromady (;) = 21, takze ta dvojice, kterd se setkavala nejcastéji, se
musela setkat v alespon 11k/21 kolech. Diky k& > 0 plati %k > %k, takze jsme hotovi.

PozNAMKA. Klicovou myslenkou feSeni je postieh, Ze v kazdém kole je spolu 11 dvo-
jic hraci, coz je vice nez polovina ze vSech 21 dvojic. Samotné TeSeni pak lze zformulovat
ruzné, napriklad i nasledovné: Oznac¢me opét k pocet kol turnaje. Uvazme vSech (;) =21
dvojic hract a oznaCme postupné ai,as,...,as pocty kol, ve kterych byli hraci jed-
notlivych dvojic spolu. Pro spor predpokladejme, ze kazda dvojice byla spolu v nejvyse
poloviné kol. Pak se¢tenim nerovnosti a; < %k proi=1,...,21 dostavame

a1+ az + ...+ ax <21 3k =10,5k.
Jenze v kazdém kole je spolu pravé 1 + (g) = 11 dvojic, takze plati
llk=a1+as+...+an é 10,5k.

To je ovsem spor, protoze pro k > 0 plati opacnéa nerovnost 11k > 10,5k.

PozNAMKA. Kdybychom podcitali jen hrice, ktefi jsou spolu na hiisti, tvrzeni by
neplatilo: Uvazme turnaj o (Z) = 21 kolech, kde v kazdém kole je na tribuné jina dvojice
hracha. Pak libovolni dva hraci jsou spolu na hristi pravé tehdy, kdyz je na tribuné jedna
zZ (g) = 10 dvojic zbyvajicich hraca. Takze kazda dvojice hracu je spolu na hristi v méné
nez poloviné kol.

Za Uplné teseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente casteéné kroky z vysSe popsanych postupt

nasledovné:

A1l. Jakykoliv (i chybny) pokus o po¢itani dvojic hrécu se slovnim doprovodem (napt. ”Celkem je v tymu
7 -6 = 42 dvojic hrac¢u.”): 1 bod.

B1. Zdtuvodnéni, ze celkem je v tymu 21 dvojic hracta: 1 bod.

B2. Zdtvodnéni, ze v kazdém kole je spolu 11 dvojic hract: 2 body.

Cl. Zdtvodnéni, ze v kazdém kole je spolu alespor polovina vsech dvojic hract: 3 body.

C2. Zduvodnéni, ze v kazdém kole je spolu vice nez polovina vSech dvojic hraci: 4 body.

D1. Prohléseni, ze jelikoz v kazdém kole je spolu vice nez polovina dvojic, je néktera dvojice spolu ve
vice nez poloviné kol: 1 bod.

D2. Dukaz, ze z C2 plyne pozadovany zavér, napriklad pomoci secteni poctu dvojic pres vsechna kola
turnaje (a pouziti Dirichletova principu), nebo pomoci jiného stejné exaktniho argumentu: 2 body.
Celkem pak za netplnd feSen{ udélte max(Al, Bl 4+ B2, C1, C2 + max(D1, D2)) bod.



74. ROCNIK MO (2024/2025) III. KOLO KATEGORIE A

4. V roviné je ddna usecka BC'. UvaZujeme vsechny ostrouhlé trojihelniky ABC, v nichZ
|xBAC| = 45°. V kazdém takovém trojuhelniku oznacime D a E po radé ty body
stran AB a AC', pro které je primka BC' spolecnou tecnou kruznic opsanych trojihel-
nikum ACD a ABE. Paty kolmic z bodiu D a E k primce BC' oznacime po tadé P
a Q. Dokazte, Ze v roviné existuje bod X neleZici na primce BC', pro néjz velikost
thlu PX Q) nezavisi na poloze bodu A. (Zdenek Pezlar)

RESENI. Diky osové soumérnosti podle piimky BC stadi uvazovat jen ty ostroihlé
trojuhelniky ABC' spliujici | BAC| = 45°, které lezi v jedné poloroviné urc¢ené piim-
kou BC'. Zamérme se na libovolny takovy trojihelnik ABC' a oznacme S priisecik tisecek
BE a CD (obrazek vlevo).

Jelikoz ptimka BC' je te¢nou kruznice opsané trojihelniku ABFE| podle véty o obvodo-
vém a usekovém thlu plati | SCBE| = |[<BAE| = 45°. Podobné je BC tefnou kruznice
opsané trojuhelniku ACD, takze plati |[<DCB| = |<DAC| = 45°. Celkem tak dosta-
vame, ze SBC' je rovnoramenny pravouhly trojuhelnik s preponou BC' lezici ve stejné
poloroviné urcené primkou BC' jako trojuhelnik ABC. Poloha bodu S proto nezavisi na
poloze bodu A. Dokazeme, ze bod S je hledanym pevnym bodem X ze zadani tlohy
(jedingm dalsim takovym bodem je bod s nim soumérné sdruzeny podle piimky BC').

Body P, @ zapojime do obrdzku pomoci tétivovych ¢tyfuhelniki (obrazek vpravo).
Jelikoz thly DPB a DSB jsou oba pravé, lezi body P a S na Thaletové kruznici
s primérem BD. Ctyfihelnik BPSD je proto tétivovy a z obvodovych tihli pifslusnych
krat§imu oblouku B P ur¢ime pii obvyklém znaceni thlu |<BSP| = |<<BDP| = 90° — p.
Zcela analogicky ukazeme, ze je tétivovy i Ctyfthelnik CQSE a ze plati |[<QSC| =
= |[XQEC| =90° —~.

Velikost tthlu PSQ ted vyjadiime jako cast velikosti ihlu BSC'. Plati

|4 BSP| +|4QSC| = (90° — B) + (90° — ) = 180° — 8 — v = a = 45°,

takze
|<PSQ| = |9«BSC| — (|[&BSP| + |[<QSC|) = 90° — 45° = 45°,

coz je pevna hodnota, ktera skutecné nezavisi na poloze bodu A.

P0zNAMKA. Po objeveni tétivovych ¢tyfihelnikia BPSD a CQSFE lze tlohu ,,dothlit“
riaznymi zpusoby. Naptiklad z tétivového ctyttuhelntku BPSD a trojuihelniku BC'D

7
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ziskdme |<QPS| = |<BDC| = 180° — 5 — 45° = 135° — 3. Podobné |4 SQP| = 135° —,
takze v trojuhelniku S PQ) ma zbyvajici thel velikost

| PSQ| = 180° — (135° — B) — (135° — ) = B+ — 90° = 45°.

PozNAMKA. Lze dokdzat, ze bod S = BE N CD splyva se stfedem O kruZnice
opsané trojiuhelniku ABC' — pro stred O totiz podle véty o obvodovém a stredovém thlu
plati |[xBOC| = 90° a soucasné |OB| = |OC|, takze trojihelnik OBC' je (stejné jako
trojihelnik SBC') rovnoramenny a pravouhly s preponou BC'.

P0zNAMKA. Podstatnou ¢asti feseni je zformulovani domnénky, ze hledanym pevnym
bodem bude prisecik S = BE N CD (pripadné stied O kruznice opsané trojihelniku
ABC). K tomu muze pomoci, pokud si fesitel uvédomi, ze hledany pevny bod musi lezet
na ose ¢ tsecky BC' — pro body Y mimo piimku ¢ (a mimo BC) se totiz velikost tthlu PY Q)
zméni, pokud misto trojihelniku ABC uvéazime jeho obraz A'C'B v osové soumeérnosti
podle piimky ¢. (RovnéZ muze pomoci zkoumani limitntho pripadu, v némz bod A témér
splyva s jednim z vrcholu B, C' a plati |t BAC| = 45° — byt trojihelnik ABC' tehdy neni
ostrouhly.)

Za Uplné reseni udélte 6 bodl. V neuplnych resenich ocente ¢astecné kroky nasledovneé:
Pro tesitele, ktefi pracuji s prusecikem S tsecek BE a CD:

S1. Zformulovéani domnénky, Ze bod S (resp. jeho osovy obraz podle ptimky BC) je hledanym pevnym
bodem (bez dikazu): 1 bod.

S2. Odvozeni aspon jedné z rovnosti |[LDCB| = 45°, |LCBE| = 45° (stadi vyznafeno v obrazku):
1 bod.

S3. Dikaz, Zze bod S je spole¢ny pro vsSechny trojuhelniky ABC lezici v jedné poloroviné urcené
primkou BC'": 1 bod.

S4. Dukaz, ze aspon jeden ze ¢tyrtuhelniki BPSD, CESQ je tétivovy: 1 bod.

S5. Dokonceni feseni za predpokladu, ze oba ¢tyithelniky BPSD, CESQ jsou tétivové: 2 body.
Pro tesitele, ktefi pracuji se sttedem O kruznice opsané trojuhelniku ABC| resp. s rovnoramennym

pravouhlym trojihelnikem OBC' s preponou BC:

O1. Zformulovani domnénky, ze bod O (resp. jeho osovy obraz podle piimky BC') je hledanym pevnym
bodem (bez diikazu): 1 bod.

02. Diikaz, ze |LOCB| = | CBO| = 45° a Ze bod O je spoleény pro vSechny trojihelniky ABC' lezici
v jedné poloroviné urcené primkou BC': 0 bodi.

03. Odvozeni aspon jedné z rovnosti |LDCB| = 45°, |LCBE| = 45° (staéi vyznafeno v obrazku):
1 bod.

04. Dukaz, ze bod O splyva s prusecikem tsecek BE a C'D: 1 bod.

05. Dukaz, Ze aspon jeden ze Ctyruhelniki BPOD, CEOQ je tétivovy: 1 bod.

06. Dokonceni feseni za predpokladu, ze oba ¢tyftuhelniky BPOD, CEOQ jsou tétivové: 2 body.
Celkem pak za nedplné feseni udélte max(S1+ S2 4+ S3 + S4 + S5,01 + O3 + 04 + O5 + O6) bodu.



