74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Ulohy 8kolniho kola kategorie A

1. Rozhodnéte, zda existuji navzajem riizné redlné ¢isla a, b, ¢ takova, ze ¢isla a? + b,
b2 + ¢, ¢® + a se v néjakém poradi rovnaji ¢islim a + b, b + 2, ¢ + a®.

2. Je dén konvexni pétithelnik ABCDE takovy, ze |AB| = |BC|, |AE| = |DE|,
AC 1 AD a CD || BE. Dokazte, ze trojihelniky ABC a AED maji stejné obsahy.

3. Rekneme, 7e piirozené &islo je ploché, pokud jsou vSechny jeho éislice stejné (i jedno-
mistnd ¢isla povazujeme za plochd). Rozhodnéte, zda lze kazdé prirozené ¢islo, které
neni ploché, vyjadrit jako soucet nékolika navzajem riznych plochych ¢isel.

Skolnf kolo kategorie A se kon4
v utery 10. prosince 2024

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na feseni uloh 4 hodiny c¢istého casu; pripadné
dotazy k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich
20 minutach. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodi;
hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i logicka
bezchybnost a tplnost sepsaného postupu, vysledky vsech
potfebnych pisemnych nebo pamétnych vypocti musi byt
zaznamendny. UspéSnym Fesitelem je ten 7k, ktery zisks
10 bodt nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a ryso-
vaci potfeby a skolni MF tabulky. Kalkulacky, notebooky
ani zadné jiné elektronické pomitcky dovoleny nejsou. Tyto
udaje se zakum sdéli pred zahdjenim soutéze.
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1. Rozhodnéte, zda existuji navzdjem riznd redlnd c¢isla a, b, ¢ takovd, Ze ¢isla a® + b,
b2 +c, 2 +a se v néjakém poradi rovnaji Cishim a+b%, b+ c?, c+a?.  (Patrik Bak)

RESENI. Dokazeme, Ze takova &sla neexistuji. V principu je 3! = 6 moznosti pro
sestaveni soustavy tif rovnic, které maji na levych stranéch soucty a®+b, b>+c, c>+a a na
pravych stranach soucty a+ b2, b+ c?, ¢+ a? (v néjakém pofadi). Pokud by byl v nékteré
sestavené rovnici na obou strandch tentyZ kvadraticky ¢len (napiiklad a?), rovnaly by
se zbylé dva linedrni ¢leny (b a ¢ ve zminéném piikladu), coz zadéni nedovoluje. Takze
do uvahy pripadaji jen dvé soustavy, ve kterych jsou levé a pravé strany sparovany jako
na obrazku (teckované spojnice znazornuji pary, které nejsou pripustné; kazdé ze dvou
sparovani je uréeno tim, ktery z moznych soucttt a+b%, b+ c? tvori par se souctem a?+b).

a?+b—a+b? a? + b~ s a+b?

b2+c%b+02 b2—|—c"‘ S b+ 2

cQ—I—a;c—&—a2 CQ—I—CL"‘ N+ a?
Zbyva zjistit, zda ma aspon jedna z téchto soustav TeSeni (a,b,c), ve kterém jsou

vSechna tri ¢isla a, b, ¢ razna.

(i) Prvnf soustava. Rovnici a? + b = a + b? jako v piikladu 1 z domécfho kola upravime
na (a —b)(a+b—1) =0, takze s ohledem na a # b musi platit a + b = 1. Podobné
z b> 4+ ¢ = b+ ¢? dostaneme b+ ¢ = 1, tudiz dohromady a = 1 — b = ¢. Soustava proto
nema zadné TeSeni s navzajem ruznymi ¢isly a, b, c.

(ii) Druh4 soustava. Z a® + b = b + ¢ plyne a? = ¢?, z ehoz s ohledem na a # ¢ plyne
¢ = —a. Podobné z rovnice b + ¢ = ¢ + a? plyne také b = —a. Dohromady mame
b = ¢, tudiz ani tato soustava nema reSeni s pozadovanou vlastnosti.

POZNAMKA. V feseni jsme vlastnd ukézali, ze pokud se ¢isla a? + b, b2 + ¢, 2 +a
v néjakém potadi rovnaji ¢islim a + b2, b+ 2, ¢+ a?, pak nékterd dvé z &isel a, b, ¢ musi
byt stejnad. Snadno lze ovérit, ze plati i opa¢nd implikace — pokud se rovnaji néktera dve
7 ¢isel a, b, ¢, pak se (v néjakém poradi) rovnaji i ¢isla a? + b, b% + ¢, 2 + a &slim a + b2,
b+ c% c+ a?. (Napiiklad v pfipadé b = a jsou obé trojice tvoreny éisly a? + a, a? + ¢,
®+a.)

JINE RESENI. Postupujme sporem. Predpoklddejme tedy, Ze urcitd ¢isla a, b, c
podminky zadani splnuji. Nejdrive rozebereme tii pripady podle toho, ¢emu se rovna
¢islo a? + b.

(i) P¥ipad a®>+b = a+b>. Upravou jako v prvnim feen{ dostaneme (a—b)(a+b—1) =0,
takze a = b nebo a+ b = 1. Prvni moznost neptripada do uvahy, jelikoz ¢isla a, b jsou

ze zadani rtiznd. Takze v tomto pripadé musi platit a + b = 1.

(ii) Pifpad a®+b = b+ c?. Stejnou tipravou tentokrat dostaneme (a —c)(a+c) = 0. Podle

zadani ovsem a — ¢ # 0, takze v tomto pripadé musi platit a + ¢ = 0.

(iii) Pifpad a® + b = ¢ + a%. Po tpravé b = ¢, coz zadani vylucuje. Tento pifpad tedy
nemtze nastat.

Celkové nam vyslo, ze vzdy musi platit a +b =1 nebo a + ¢ = 0.

2



74. ROCNIK MO (2024/2025) II. KOLO KATEGORIE A

Podobné rozebranim piipadt podle toho, ¢emu se rovnd ¢éislo b? + ¢, zjistime, Ze musi
platit b+ ¢ =1 nebo b+ a = 0. A podobné musi také platit c+a =1 nebo ¢+ b = 0.

Kazdy ze tii souctti a+b, b+ ¢, c+a je tedy roven bud 0, nebo 1. Alespon dva soucty
proto musi mit stejnou hodnotu. Bez Gjmy na obecnosti af jsou to soucty a + b a b+ c.
Pak a = ¢, coz je spor s predpokladem, Ze vSechna tfi ¢isla a, b, ¢ jsou rtzna.

Za Uplné teseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky z vyse popsanych postupt

nésledovné:

A1l. Spravna odpovéd (i bez zdtivodnéni): 1 bod.

B1. Zduvodnéni, ze navzajem ruzné Cisla a, b, ¢ musi spliiovat takovou soustavu rovnic pro vSech Sest
danych souétt, ve které jsou bud vsechny tii rovnice typu z? +y = = + 32, nebo viechny tii rovnice
typu 22 +y = y + 22: 2 body.

C1. VyfeSeni soustavy, ve které jsou viechny tii rovnice typu 22 +y = = + y%: 2 body

(2. VyfeSeni soustavy, ve které jsou vSechny tii rovnice typu 22 +y = y + 22: 2 body

D1. Zdivodnéni, 7e z 22 +y = x+y? plyne x = y nebo z+y = 1 (Ize se i odvolat na vysledek z doméactho
kola): 1 bod.

D2. Zdtivodnéni, ze z 22 +y = y + 22 plyne = z nebo & = —z: 1 bod.

Celkem pak za netplnd feSen{ udélte max(Al,B1 + C1 + C2,B1 + D1 + D2) bodai.
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2. Je dan konvexni pétiihelnik ABCDE takovy, Ze |AB| = |BC|, |AE| = |DE|,
AC L AD a CD || BE. Dokazte, Ze trojihelniky ABC a AED maji stejné obsahy.
(Patrik Bak)

POZNAMKA. V FeSenich budeme (stejné jako v domécim kole) obsah trojihelniku
XY Z znadit [XY Z).

RESENI. Trojihelnik AC'D mé podle zadani pravy thel u vrcholu A. Ozna¢me P, Q,
R po tadé stfedy jeho stran AC, CD a DA. Jelikoz PQ) je stredni pticka trojihelniku
ACD, plati |PQ| = %]AD| a PQ || AD, cozs ohledem na AD | AC znamena i PQ L AC,
a proto je piimka P osou strany AC, na niz navic diky podmince |AB| = |BC| lez
i vrchol B. Obdobné stiedni pricka QR méa délku |QR| = %|AC’ | a pfimka QR je osou

strany AD, na niz podle zadani lezi i vrchol E.

A

C 0 D

Z nasich uvah plyne, Ze pro zkoumané obsahy trojihelniki ABC' a AED plati

ABC) = }|AC|-|BP| = |QR|-|BP| a [AED] = }|AD|-|RE| = |PQ| - |RE|

Jelikoz CD || BE a stfedni pticka PR je rovnobéznd se stranou CD, plati také
PR || BE. Podle véty uu tak jsou trojihelniky BQFE a PQR podobné, a proto plati
BP| | _|BPI+|PQl _|BQl _|QE| _|QR|+|RE| | |RE]
|PQ)| | PQ)| 1PQI QR |QR]| QR

Z porovnani obou krajnich vyrazu plyne |QR| - |BP| = |PQ| - |RE|, coz podle
predchoziho vede k pozadované rovnosti [ABC| = [AED].

PozNAMKA. Uvahy o stfednich piickéch lze motivovat nasledovné. K vyjadieni
obsahti rovnoramennych trojihelniki ABC a AE D vyuZzijeme jejich vysky lezici na osach
zakladen AC, resp. AD. Jsou to soucasné osy odveésen pravothlého trojihelniku ACD,
takze se protinaji ve stfedu kruznice jemu opsané, kterym je stifed jeho prepony C'D.

JINE RESENI. Stejné jako v prvnim feSeni si rozmyslime, ze bod B lez na pfimce
stfedni pricky trojihelniku AC'D rovnobézné se stranou AD. Trojtihelniky ABD a AC'D
sdileji stranu AD a délky prislusnych vysek jsou v poméru 1 : 2, takze pro obsahy troju-
helnikit plat{ [ABD] = $[ACD] (levy obrazek). Z dvojiho vyjadfeni obsahu ¢tyfihelniku
ABCD ve tvaru [ABC| + [ACD] = [BCD] + [ABD)] tak pro obsah [ABC] vychazi

[ABC] = [BCD] + [ABD] —[ACD] = [BCD] — %[ACD].

N——
=1[ACD]
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[ABD] = L[ACD] [BCD] = [ECD]

Zcela analogickou tvahou pro ¢tyfuhelnik ACDE odvodime [AED| = [ECD] —
— 1[ACD]. Kyzeny zavér [ABC] = [AED] tak bude dokdzan, pokud ovéfime rovnost
[BCD] = [ECD)|. Ta ovsem plyne z podminky CD || BE, protoze trojihelniky BC'D
a ECD sdileji stranu C'D a maji shodnou prislusnou vysku (pravy obrazek).

JINE RESEN{. Budeme pracovat s vektory o = z@ av= E, které jsou podle zadani
navzajem kolmé. Diky tomu pro vhodna kladna cisla r a s plati rovnosti

AD =

Vyznam ¢isel 7, s je jasny — v rovnoramenném trojihelniku ABC' je r - |¥] velikost vysky
k zakladné AC' délky |, tudiz navic plati [ABC] = Lr-|d|-|7]. Podobné je to s viznamem
¢isla s, ktery vede k rovnosti [AED] = 1s-|d| - |7].

U—1rv a Agz%ﬁ—sﬁ.

N |—

D

Potrebujeme tak dokézat rovnost r = s. Odvodime ji ze zadané podminky ﬁ I ﬁ .
Jelikoz @ = B—/ﬁ = U—, upravime vyjadreni vektoru ﬁ = E-z@ po dosazeni

do pravé strany nasledovneé:
BE = (L5 — sit)— (3 —ri)= (L+7) (- @)+ (r—s) - i =
— (L47)-CD+(r—s)-i.

Vektory ﬁ a @ jsou rovnobézné a vektor 4 je s nimi riznobézny. Aby platila rovnost,
musi byt vektor (r — s) - @ nulovy. Tedy r = s a dikaz je hotov.

Za Uplné teseni udélte 6 bodl. V netplnych fesenich ocente c¢asteéné kroky z vysSe popsanych postupt
nésledovné:
A1. Dokresleni stedu alespon dvou stran trojihelniku ACD (body P, @, R v prvnim Feseni): 1 bod.
B1. Zduvodnéni, ze body B, P, Q lez{ na téze pfimce (nebo analogicky pro E, R, Q): 2 body.
B2. Zdtvodnéni, ze ABQFE ~ APQR: 2 body.
C1. Zdivodnéni, ze [ABD] = 1[ACD] (nebo analogicky pro E): 2 body.
C2. Zdavodnéni, ze [BCD] = [ECD]: 1 bod.
Celkem pak za netiplnd fesen{ udélte max(Al, Bl 4+ B2,C1 + C2) bodu.
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3. Rekneme, Ze prirozené cislo je ploché, pokud jsou vsechny jeho cislice stejné (i jedno-
mistnd c¢isla povazujeme za plochd). Rozhodnéte, zda lze kazdé prirozené cislo, které
neni ploché, vyjadrit jako soucet nékolika navzdjem ruznych plochijch cisel.

(Jozef Rajnik)

POZNAMKA. Ano, jde to. UkdZeme dva zpusoby jak zapsat Teseni — prvni zpiisob
je zalozeny na takzvaném ,hladovém® algoritmu, druhy zptsob vyuziva matematickou
indukci.

Oznacme J,, cislo slozené z n cislic 1, tedy J; = 1, Jo = 11, J3 = 111 atd. Potom
n-mistna plochd ¢isla jsou pravé ¢isla J,,2J,,...,9J, a nejmensi (n + 1)-mistné ploché
¢islo je rovno

11...11=11...10+1=10J, + 1.

(n+1)-krat n-krat

RESENI. Uvazme libovolné piirozené ¢islo m = 1. Mame za tkol vyjadiit m jako
soucet navzajem ruznych plochych ¢isel. Pithodna plocha ¢isla budeme hledat postupné.
Nejdiive najdeme nejuétsi ploché ¢islo, které je mensi nebo rovno m (aspon jedno takové
ploché ¢islo jisté existuje, protoze J; = 1). Predpokladejme, ze timto nejvétsim cislem
je dJi, kde d € {1,2,...,9}. Pokud m = dJi, jsme hotovi. V opacném pripadé zbyva
vyjadrit ¢islo m — dJg, coz udélame analogicky tak, Ze najdeme nejvetsi ploché dcislo,
které je mensi nebo rovno m — dJ, a tak déle. Cisla, které zbyva vyjadiit, nabyvaji
nezapornych celociselnych hodnot a stale se zmensuji, takze po konecné mnoha krocich
takto vyjadiime m jako soucet nékolika plochych ¢isel.

Musime jesté zduvodnit, ze takto vybrana plocha ¢isla jsou navzajem ruzna. K tomu
staci dokazat, ze prvni vybrané ¢islo dJy splnuje d.Jy, > %m. Pak totiz bude kazdé vybrané
¢islo ostre veétsi nez soucet vSech plochych ¢isel vybranych pozdéji, takze specialné budou
kazda dvé vybrana plocha ¢isla rtizna.

K dikazu nerovnosti dJ; > %m rozlisime dva pripady.

(i) Pokud d € {1,2,...,8}, pak m < (d+1)Jj, protoze jinak bychom jako nejvétsi ploché
¢islo vzali ¢islo (d+1)J, piipadné néjaké jesté vétsi ploché ¢islo. Spojenim se ziejmou
nerovnosti (d + 1)Ji < 2dJy dostdavame m < (d + 1)J < 2dJy, tedy dJy > %m.

(ii) Pokud d =9, pak podobné jako v pripadu (i) plati m < Jg4q. Jelikoz Jxy1 = 10J +
+1<2-(9Jg), plati i m < Jy1 < 2+ (9Jg), tedy 9J; > 2m.

Tim je dikaz u konce.

PozNAMKA. Uvedeny dukaz projde beze zmény, pokud misto plochych ¢isel uvazime

libovolnou nekonec¢nou mnozinu pfirozenych ¢isel a1 < as < ag < ..., kterda obsahuje
jednicku a pro kterou plati, ze kazdé dalsi cislo je rovno nejvyse dvojnasobku toho
pfedchoziho. Plati tedy nasledujici tvrzeni: At (a;)$2; = (a1,a2,as,...) je nekonecnd

rostouci posloupnost prirozenych cisel takova, ze a; = 1 a a;11 < 2a; pro kazdé i = 1.

Pak kazdé prirozené cislo n lze vyjadrit jako soucet navzajem riiznych clenii posloupnosti
)%°

(@;)2;.-

JINE RESENI. Pro prirozené ¢islo n uvazujme tvrzeni T'(n): Kazdé prirozené cislo
mensi nez J,1 Ize vyjadrit jako soucet nékolika (alespon jednoho) navzdjem riznych,
nejvyse n-mistnych plochych cisel. Pomoci matematické indukce dokazeme, ze tvrzeni
T'(n) plati pro kazdé prirozené ¢islo n 2 1. Tim bude uloha vyfeSena.
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Abychom dokéazali platnost T'(1), staci vyjadrit vSechna prirozend ¢isla mensi nez
Jo = 11, tedy &sla 1,2,...,10. Cisla 1,2,...,9 jsou sama plocha. Cislo 10 mtZeme
vyjadrit naptiklad jako 10 = 9 + 1. Tedy tvrzeni 7'(1) plati.

Predpokladejme déle, Ze pro néjaké prirozené ¢islo n = 1 plati tvrzeni T(n) a
dokazujme, ze pak plati i tvrzeni T'(n + 1). Mame tedy vyjadrit ¢isla 1,2,..., Jpqo — 1
pomoci navzajem ruznych nejvyse (n+1)-mistnych plochych ¢isel. Rozlisime ¢tyfi pripady.

(i) Cisla 1,2,...,Jus1 — 1 lze podle indukéniho piedpokladu takto vyjadiit dokonce
pomoci nejvyse n-mistnych cisel.

(ii) Cisla Jpi1,2Jn41, - -+, 9Jnt1 jsou sama plocha.

(iii) Pro kazdé i € {1,2,...,9} dokdzeme vyjadrit kazdé ¢islo tvaru iJ,1 + 2z, kde
1 £ 2 £ Jpi1 — 1, nasledovné: ¢islo z vyjadiime podle indukéniho predpokladu
jako soucet nékolika navzajem rtznych nejvyse n-mistnych plochych ¢isel a k tomuto
souctu pridame ploché cislo iJ, 11, které je rizné od ostatnich s¢itancii, protoze ma
n + 1 ¢islic. Tim jsme nasli pozadovana vyjadieni vSech prirozenych ¢isel az po ¢islo
91+ (Jnp1 — 1) = 10541 — 1.

(iv) Nasledujici ¢islo 10.J,41 vyjadiime napiiklad jako soucet dvou rtznych (n + 1)-
mistnych plochych ¢isel 10,41 = 9541 + Jnt1-

Jelikoz nasledujici ¢islo uz je rovno 10J,41 +1 = J,42, dokézali jsme platnost tvrzeni
T(n + 1). Dikaz matematickou indukci je tak hotov.

Za Uplné teseni udélte 6 bod. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky z vysSe popsanych postupt
nésledovné:
Al. Dukaz J,41 = 10J, + 1, kde J,,, J,+1 jsou nejmensi n- a (n + 1)-mistnd plochd ¢éisla: 1 bod
A2. Uvazeni nejvétsiho plochého ¢isla neprevysujiciho vyjadiované ¢islo m: 1 bod.
B1. Popis fungujiciho postupu, napf. jako v prvnim feSeni (bez zdivodnéni jeho spravnosti): 2 body.
B2. Dtkaz pry1 < 2py, kde (p;)$2, je rostouci posloupnost vSech plochych ¢isel: 2 body
B3. Dukaz spravnosti popsaného postupu (pouzité ¢isla jsou plochéd a navzajem rtuznd): 4 body
C1. Témér uplny dikaz indukci, ktery opomiji jen pripad m = 10J,: 5 bodl
Celkem pak za takova netiplnd feseni udélte max(Al + A2,B1 + B2, B1 + B3, C1) bodu.



