74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii Z9

Z9-1-1
Najdéte vsechny dvojice celych cisel x a y takovych, Ze x + y je prvocislo a 3x + dy
je 16. (P. Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY

V feSenich lze s vyhodou pouzit nasledujici charakterizaci délitelnosti prirozenych
¢isel: Cislo d déli ¢islo a, pravé kdyz pro néjaké piirozené ¢islo k plati a = k - d.

N1. Dokazte, ze pro libovolna prirozena ¢isla a, b, d plati:

a) Jestlize ¢islo d déli obé ¢isla a, b, pak d déli také soucet a + b a rozdil a — b.
b) Jestlize ¢islo d déli obé ¢isla a, b, pak d déli také ¢islo 11a + 13b.

[Ve vSech ptipadech lze délitele d z uvedenych vyjadieni vytknout, tedy d tato ¢isla déli:
Podle predpokladu plati a = k-d a b =1-d pro néjaka ¢isla k a l, tedy a+b = (k+1) - d,
a—b=(k—=1)-dalla+13b= (11k + 13l) - d.]
N2. Rozhodnéte, zda plati toto tvrzeni:
Pokud a a 2a + 3b jsou cisla délitelna péti, pak také cislo b je délitelné péti.
[Pokud 5 déli ¢isla a a 2a + 3b, pak 5 déli také ¢islo 3b: Podle predpokladu plati a = 5k
a 2a + 3b = 5l pro néjaka ¢isla k a [, tedy 3b = 5l — 2a = 5(I — 2k). Protoze 3 a 5 jsou
nesoudélna ¢isla, musi byt b délitelné péti. Uvedené tvrzeni plati.]
N3. Najdéte vsechna prvocisla p, pro ktera plati, ze § + 2p je prvocislo.
[Jak p, tak § 4 2p musi byt pfedevsim cela cisla, tedy i/% musi byt celé. Jediné sudé
prvocislo je 2, tedy p = 2 a & 4 2p = 5, coz je také prvocislo. Uloha ma jediné reseni p = 2.
D1. Pri déleni cisla a ¢islem 53 dostaneme zbytek 3 a pri déleni ¢isla b ¢islem 53 dostaneme
zbytek 2. Jaky zbytek dostaneme po déleni cisla 4a + 5b ¢islem 537
[Podle predpokladu plati a = 53k + 3 a b = 531 4+ 2 pro né&jaka éisla k a [. Odtud
dostavame 4a + 5b = 4(53k + 3) 4+ 5(531 4 2) = 53(4k + 51) 4 22. Hledany zbytek je 22.]

D2. Pro obecné ptirozené cislo k uvazte soucet po sobé jdoucich cisel
S=1+4+2+3+---+(6k+3)+ (6k+4)+ (6k+5).
Rozhodnéte, pro kterda k je tento soucet délitelny dvéma, tfemi, ¢tyfmi, péti, resp.
Sesti.
[Zéapis S navadi k rozdéleni do skupin po Sesti séitancich, kazdou skupinu secteme a déle
upravime:
S=0+1+2+3+4+5)+(6+7+8+9+10+11)+ -
<o+ (6k + (6k + 1) + (6k + 2) + (6k + 3) + (6k + 4) + (6k + 5)) =
=154 (36 +15) + - -- + (36k 4+ 15) = 15(k + 1) +36(1 4 - - - + k).
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7 posledniho vyjadreni vyvozujeme, ze S je délitelné 3 pro libovolné k; S je délitelné 2, pravée
kdyz k 4 1 je délitelné 2, tzn. k je liché; S je délitelné 6, pravé kdyz k je liché; S je délitelné
4, pravé kdyz k + 1 je délitelné 4, tzn. k dava po déleni 4 zbytek 3 (k =3,7,11,...). Déle S
je délitelné 5, praveé kdyz 1+ -- - + k je délitelné 5, coz nastava pro k délitelné 5 nebo pro k,
kterd po déleni 5 dévaji zbytek 4 (k = 4,5,9,10,...).

Soucet prvnich k prirozenych cisel lze vyjadrit jako 1 +--- + k = %k‘(k‘ + 1), coz muze
pomoct pii kontrole délitelnosti 5. Stejné pravidlo pouzité na soucet ze zadani dava S =
= 2(6k +5)(6k +5+ 1) = 3(6k + 5)(k + 1), coz miize zkratit mnohé z predchozich tvah.]

Z9-1-2

Pravidelny ¢tyrboksyj hranol md objem 864 cm® a obsah jeho pldsté je dvojndsobkem
obsahu podstavy.

Urcete velikost télesové uhlopricky hranolu. (V. Dedek)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY

N1. Pravidelny ¢tyrboky hranol ma podstavnou hranu dlouhou a = 3 cm a vysku v = 5 cm.
Vypocitejte objem hranolu a obsah jeho plaste.

[Objem hranolu je a®v = 45 cm®, obsah plasté je 4av = 60 cm?.]

N2. Urcete velikost tthlopficky obdélniku se stranami délek 4 cm a 9 cm.
[Podle Pythagorovy véty je délka tuhlopficky v/42 4+ 92 = /97 = 9,85 cm.]

N3. Pravidelny ¢tyiboky hranol mé télesovou thlopficku délky /86 cm a vysku 6 cm. Ur-
¢ete objem hranolu.

[Télesova uhlopricka, vyska a podstavna thlopticka tvoii pravouhly trojuhelnik a stejné
tak podstavna thlopficka s podstavnymi hranami. Dvojim uzitim Pythagorovy véty dosta-
vame 2a? = 86 — 62, kde a znad velikost podstavné hrany. Odtud a = v/25 = 5cm a objem
hranolu je 52 - 6 = 150 cm® ]

D1. Je dan kvadr s hranami délek a, b, c a trojuhelnik urceny jeho sténovymi thloptickami.
Pomoci a, b, ¢ vyjadiete velikosti stran trojuhelniku a vypoctem ukazte, ze trojuhelnik
neni pravouhly.

[VSechny takové trojuhelniky jsou navzajem shodné, kazdy ma strany délek v/a2 + b2,
Va2 + c2, /b2 + c2. Pokud by trojthelnik byl pravothly a napi. posledni strana byla pfepo-
nou, pak by mélo platit (a® 4 b?) + (a? + ¢*) = (b* + ¢*) neboli 2a® = 0. To vSak neni mozné,
protoze a > 0. Obdobné vylouc¢ime ostatni dva ptipady.]
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D2. Kolik sténovych a kolik télesovych thloptficek mé pravidelny n-boky hranol?

[Z kazdého z n vrcholi jedné podstavy vede télesova thlopficka do kazdého z n — 3
vrcholi druhé podstavy, se kterymi nelezi ve stejné sténé. Tedy télesovych thlopticek je
n(n — 3) = n® — 3n. P¥i pohledu shora télesové tihlopticky splyvaji s tthlopfickami podstav,
pricemz za kazdym priamétem jsou dvé télesové a dvé podstavné tihlopiicky. Podstavnych

uhlopricek je proto stejné jako télesovych. V kazdé z n bocnich stén jsou dvé uhloptricky,
2

tedy sténovych uhlopiicek je celkem n? — 3n 4 2n = n® — n.]
79-1-3
MnozZinu {1,2,3,4,...,n} sestavajici z prunich n prirozenych c¢isel mame za kol roz-

delit do peti neprdazdnych podmnozZin tak, aby cisla v kaZdé podmnozine byla po dvou ne-
soudélna.
Najdéte nejvétsi mozné n, pro které to je mozné. (T. Barta)
NAVODNE A DoPLNUJict ULOHY
Mnozinou se mysli skupina neopakujicich se objektu (¢isel, lidi, véci atd.), kterym se
rikd prvky. Mnozina je charakterizovana pravé svymi prvky, neni podstatné jejich uspo-
radani ¢i jina struktura. PodmnoZinou mnoziny je libovolnda mnozina obsahujici nékteré
(nebo i v8echny) prvky dané mnoziny, ale zaddné jiné. Neprdzdnd mnoZina obsahuje alesporni
jeden prvek, mnozina neobsahujici zadny prvek se nazyva prazdnd.
N1. Devitiprvkova mnozina byla rozdélena do Sesti neprazdnych podmnozin. Kolik nejvice
prvkd miize mit nejvétsi z téchto podmnozin?
[Pét neprazdnych podmnozin obsahuje nejméné pét prvkd, na Sestou mnozinu zbyvaji
nejvyse ¢tyfi prvky.]
N2. Vypiste vSechny dvouprvkové mnoziny tvorené nesoudélnymi déliteli ¢isla 24.
[Délitelé ¢isla 24 jsou 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 a 24. Nesoudélné dvojice jsou {1,2}, {1, 3},
{1,4}, {1,6}, {1,8}, {1,12}, {1,24}, {2,3}, {3,4}, {3,8}]
N3. Kolik nejméné mnozin je potfeba k rozdéleni vsech délitelti ¢isla 100 tak, aby ¢isla
v kazdé mnoziné byla po dvou nesoudélna?

[Cislo 100 mé Sest sudych délitelt a t¥i liché. Méné nez Sest mnozin nestaci, avsak Sest
staci: {1,2,5}, {4,25}, {10}, {20}, {50}, {100}.]
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N4. Ktera prirozena ¢isla maji pouze nesoudélné dvojice délitelt?

D1.

[Pokud maé ¢islo vlastniho délitele rizného od 1, pak tento délitel spolu s danym ¢islem
tvoti dvojici soudélnych déliteli. Cisla s uvedenou vlastnosti jsou pouze prvocisla.]

Zdtvodnéte: Jestlize dané cislo méa néjakého sudého délitele, pak alespon polovina
vSech jeho délitelt je sudych.
[Cisla se sudym délitelem jsou nutné suda (neboli lich4 ¢isla maji pouze liché délitele).

Jestlize sudé ¢islo ma lichého délitele d, pak také ¢islo 2d je jeho délitelem. Tedy sudych
déliteld je alespon tolik, co lichych.]

7Z9-1-4

Rozhodneéte, zda je mozné k c¢islu s cifernym souctem 2024 pricist jednomistné cislo

tak, aby vysledne cislo mélo ciferny soucet 74. (T. Bdrta)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY

N1.

N2.

N3.

D1.

Jaky miize byt nejmensi a jaky nejvétsi ciferny soucet pfirozeného c¢isla, které ma
a) 2 ¢islice; b) 3 ¢islice; ¢) n ¢islic?
[Nejmensi ciferny soucet je ve vSech piipadech 1 (pro ¢isla s prvni ¢islici 1 a ostatnimi 0).

Nejvétsi ciferny soucet je a) 18; b) 27; ¢) 9n (pro ¢isla tvofena samymi 9).]

Prictéte k ¢islu 74 jednomistné ¢islo tak, aby ciferny soucet vysledného ¢isla byl:

a) mensi nez ciferny soucet cisla 74,

b) stejny jako ciferny soucet ¢isla 747

Najdéte vSechny moznosti.

[Pokud pri¢tenim nedojde k prechodu pres desitku, ciferny soucet se zvétsi. Vyhovujici
moznosti jsou a) 6, 7 nebo 8; b) 9.]
Popiste vSechna trojmistna ¢isla, jejichz ciferny soucet se po pricteni 1 zmensi. Urcete
mozné rozdily cifernych soucti.

[Ciferny soucet se zmensi pro éisla koncici devitkou. Pro ¢isla tvaru *x9 (kde * znadi

Cislice rizné od 9) se ciferny soucet zmensi o 8, pro ¢isla tvaru x99 se ciferny soucet zmensi
o 17, pro ¢islo 999 se ciferny soucet zmensi o 26.]

Odhalte pravidlo v zapise nasledujiciho prikladu a urcete ciferny soucet vysledného
¢isla:
(989 + 111) + (98789 + 11211) + (9876789 + 1123211) + - - -
-+ 4 (9876543210123456789 + 1123456789876543211).

[Soucty v zavorkach jsou obecné tvaru 1100, 110000, 11000000 atd. (napf. tfeti zdvorku
muzeme vyjadrit jako 9876789 + 1000000 + 123210 4+ 1 = 1000000 + 999999 + 1 = 11000000).
Soucet prvnich dvou zavorek je 110000, prvnich t¥i zavorek 11111100 atd., tedy jednicky se
kumuluji a nové cislice se neobjevuji. Ve vyjadieni souctu prvnich n zavorek je 2n jednicek
a dvé nuly. Zavorek je celkem 9, tedy ciferny soucet vysledného ¢isla je 18.]
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D2. Jana si vymyslela 2022mistné ¢islo a jeho ciferny soucet poseptala Petrovi. Petr vypo-
¢ital ciferny soucet ¢isla, které mu sdélila Jana, a vysledek poseptal Zuzce. Zuzka téz
vypocitala ciferny soucet ¢isla, které dostala od Petra, a vysledek, jimz bylo dvojmistné
¢islo, posSeptala Adamovi. Adam provedl totéz s ¢islem od Zuzky a vysel mu ciferny
soucet 1. Ktera cisla mohl septat Petr Zuzce? Urcete vSechny moznosti.

[Nejvétsi ¢islo, které mohla poseptat Jana Petrovi, bylo 2022-9 = 18198 (pro 2022mistné
¢islo tvorené samymi 9). Nejvétsi ¢islo, které mohl poseptat Petr Zuzce, bylo 36 (pro ¢islo
9999). Zuzka Adamovi poseptala dvojmistné ¢islo s cifernym souétem 1, tj. jediné éislo 10.

Petr Zuzce tedy poseptal ¢islo mensi nebo rovno 36 s cifernym souc¢tem 10, tj. bud 19, nebo
28.7]

Z9-1-5
V trojuhelniku ABC je strana AB dvakrdt delsi neZ strana AC'. Osa uhlu BAC protind
stranu BC' v bodé D. Rovnobézka se stranou AB prochdzejici bodem D protind stranu AC

v bodé E. Rovnobézka s useckou AD prochazejici bodem E protind stranu BC' v bodé F.
Urcete pomér usecek AD a EF'. (M. Domdnyovd)

A

B D F C

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY

N1. Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD se zakladnami AB a C'D. Bod E je pru-
seCikem strany AB s osou uhlu BCD. Velikost vnitfniho thlu pfi vrcholu A je 25°.
Vypocitejte velikosti vnitinich thla ¢tyithelniku AECD.

[Vnitini dhly u vrcholu ¢tyrahelniku AEC'D ozna¢ime odpovidajicimi pismeny Fecké
abecedy. Ze zadani zndme o = 25°. Z rovnobéznosti AB||C'D plyne § = 180° —25° = 155°. To
je také velikost thlu BC'D, tedy v = 155°/2 = 77,5°. Ze souctu vnitfnich Ghla étyfahelniku
dostavame ¢ = 360° — a — § — v = 102,5°.]

A E B

N2. Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC' se zékladnou AB, kde |AB| = 4cm a |AC| =
= 7cm. Kruznice se stifedem A prochéazejici bodem B protina stranu AC v bodé D.

? Prevzato ze 71. roéniku MO, tloha Z9-1-2.



Kruznice se stfedem C prochéazejici bodem D protina stranu BC v bodé E. Urcete
obvod trojuhelniku DEC.

[Body D a FE lezi na kruznici se stfedem C, tedy trojihelnik DEC je rovnoramenny se
zdkladnou DE. Trojuhelniky DEC a ABC' jsou podobné (pfesnéji stejnolehlé se stredem C')
a koeficient této podobnosti je |[DC|: |AC| = 3 : 7 (zde vyuzivame |DC| = |AC| — |AD| =
= |AC| — |AB| = 7 — 4). Ve stejném poméru jsou také obvody trojuhelniki DEC a ABC.
Obvod trojahelniku ABC' je 442 -7 = 18 cm, obvod trojuhelniku DEC je % -18 = 7,71 cm.]

C

A / B

N3. V trojuhelniku ABC' jsou na strané AB body K, M, na strané BC' je bod L a plati:
AC||KL, CK||LM, |AC| = 5cm, |CK| = 4cm, |KL| = 3cm. Urcete délku tsecky
LM.

[Diky rovnobéznostem AC| KL a CK| LM maji trojihelniky AKC a KML shodné
vnitini thly, tedy jsou podobné. Odpovidajici si poméry stran jsou stejné, tedy napt. plati

|AC| : |CK| = |KL|: |LM|. Po dosazeni a Gipravé dostdvame |[LM| = 12 =24 cm.]

C

A K M B

D1. Osy vnitinich tthli kosodélniku ABC D omezuji ¢tyfuhelnik K LM N. Pomoci vniti-
nich thld kosodélniku ABC D vyjadiete velikosti vnitinich thld ¢tyfahelniku K LM N.
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D2.

[Vnitini Ghly u vrcholu ¢tyfuhelniku ABC'D ozna¢ime odpovidajicimi pismeny Fecké
abecedy. Protoze ABCD je kosodélnik, plati napf. o + 8 = 180°. Protoze osy uhli tyto
thly puli, plati napt. | XMAB| = a/2 a |[XMBA| = /2. Protoze soucet vnitinich thla
trojuhelniku ABM je 180°, plati | XAMB| = 180° — «/2 — 3/2 = 180° — (a + 3)/2 = 90°.
Protoze K LM N je rovnobéznik a jeden jeho vnitini tihel je pravy, jsou pravé vsechny. Jedna
se tedy o pravouthelnik, tj. obdélnik ¢i ¢tverec.]

V trojuhelniku ABC protina osa thlu BAC stranu BC' v bodé D a osa thlu ADC
protind stranu AC' v bodé E. Déle plati, Ze trojuhelniky ABD a DCE jsou podobné
a strana AB méfi 10 cm. Urcete obvod trojihelniku ABC.

[Z podobnosti trojuhelniki ABD a DCE plyne shodnost ahlt ABD a DCE, tedy troj-
thelnik ABC' je rovnoramenny se ziakladnou BC. Proto je osa AD kolma k BC' neboli thel
CDA je pravy. Z téze podobnosti dale plyne shodnost thlad BAD a CDE, tedy i jejich dvoj-
nasobkti BAC a C'DA. Proto je také tihel BAC pravy neboli trojuhelnik ABC' je pravouhly.
Velikosti jeho stran jsou |[AC| = |AB| = 10cm a (podle Pythagorovy véty) |[BC| = 104/2 cm.
Hledany obvod je 10(2 + v/2) = 34,14 cm.]

C




Z9-1-6

Plavci Pstruh a Pulec chtéli zmérit sve sily. Z protilehlych stran bazénu skocili sou-

casné do sousednich drah a plavali proti sobé, kaZdy svoji konstantni rychlosti. Poprvé se
plavci minuli ve vzdalenosti osm metru od Pstruhovy startovni strany, na konci drahy se
hbite otocili a plavali nazpét. Podruhé se plavci minuli ve vzddlenosti pét metri od Pulcovy
startovni strany, doplavali na konec drahy, a tim zavod skoncil.

Urcete, kdo vyhrdl a jakd byla délka bazénu. (L. Hozovad)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY

N1.

N2.

N3.

Krélici Pe¢inka, Fagirka, Rizek a Gulas soutézili ve skoku do dalky. Peéinka skoécila
o 15cm dal nez Fasirka, ktera skoé¢ila o 2dm méné nez Gulds. Rizek skoéil 2 730 mm,
tedy o 1m a 1dm dal nez Pecinka. Urcete a znazornéte délky skokii vsech kralikt
a jejich vysledné poradi.

[Vzhledem ke skoku Rizka se snadno uréi a na ptimce znazorni délky skokt ostatnich:
Pecinka skocila 2730 — 1100 = 1630 mm, Fasirka skocila 1630 — 150 = 1480 mm, Gulas skocil
1480 + 200 = 1680 mm. Vysledné potadi bylo: 1. Rizek, 2. Gulas, 3. Peéinka, 4. Faéirka.?]

Mohl byt bazén ze soutézni tlohy dlouhy 13 metra?

[Pfedpokléddejme, Ze bazén ma 13 m a oznacme t ¢as prvniho mijeni plavci. V éase ¢ byli
5m od Pulcovy startovni strany, pficemz Pulec uplaval 5m a Pstruh 8 m. V case 2t uplaval
Pulec dalsich 5m a Pstruh dalsich 8 m, tedy od Pulcovy strany byl Pulec 10 m a Pstruh po
obratce 3m. V cCase 3t pridal kazdy zase svoji vzdalenost a mijeli se 11 m od Pulcovy strany.
Podruhé se vSak méli mijet 5m od Pulcovy strany, tedy bazén nemohl mérit 13 m.]

Mezi dvéma zastavkami vzdalenymi 2 km jezdi trolejbusy kazdych 5 minut, a to v obou
smeérech rychlosti 15km za hodinu. Jindra Sel podél trasy trolejbusu rychlosti 4 km
za hodinu. Kdyz vychézel od prvni zastavky, zrovna se zde mijely dva protijedouci
trolejbusy. Kolik trolejbust Jindra cestou k druhé zastavce potkal?

[Trolejbusy ujedou trasu mezi zastavkami za %h = 8 min, Jindra ji ujde za %h =
= 30 min. Ve sméru svého pohybu Jindra potkal vsechny trolejbusy, které z prvni zastavky
vyjely nejpozdéji 22. minutu jeho pohybu na trase, a téch bylo 5 (vyjely v minutéch 0, 5, 10,
15, 20). Proti sméru svého pohybu potkal vSechny trolejbusy, které do prvni zastavky dojely
nejpozdéji 38. minutu jeho pohybu na trase, a téch bylo 8 (dojely v minutach 0, 5, 10, 15,
20, 25, 30, 35). Jindra potkal celkem 13 trolejbusti. Nazorné je vSe zachyceno v nasledujicim
grafu.]

? Ptevzato ze 70. roéniku MO, tloha Z6-1-1.



D1.

D2.
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Z mésta A do mésta B vyrazi soucasné dodavka a kamion, ve stejnou chvili proti
nim z B do A vyjizdi motorka. Rychlosti dodavky, kamionu a motorky jsou po radé
90km/h, 40km/h a 100 km/h. Vzdalenost mést A a B je 300 km. Za jak dlouho bude
dodavka stejné vzdalena od kamionu i motorky?

[Za ¢as t méfeny v hodindch se vozidla nachéazi ve vzdalenostech 90¢, 40¢, resp. 300 —
— 100t km od meésta A. Situace ze zadani nastane dvakrat. Poprvé nez se potkd motorka
s dodavkou: rovnost vzdalenosti dodavky od kamionu a dodavky od motorky je 90t — 40t =
= (300 — 100t) — 90¢, odkud vypoéteme ¢t = %h = 1h15min. Podruhé nastane, kdyz se
motorka miji s kamionem: rovnost vzdalenosti kamionu a motorky od mésta A je 40t =
= 300 — 100¢, odkud vypocteme t = £ h = 2h 9 min.]

Myslivec jde rychlosti 4km/h. Kdyz je vzdaleny 1km od myslivny, pusti psa, ktery
béhé rychlosti 10 km/h. Pes plny radosti bézi k myslivné, u myslivny se hbité oto¢i
a bézi zpét k myslivci. U né€j se opét otoc¢i a bézi k myslivné, od ni zase k myslivci
a tak potad dokola. Kolik kilometr pes nabéhé, nez oba dorazi do myslivny?

[Stac¢i se zamérit na cas: Myslivec ujde 1km k myslivné za ih. Stejnou dobu béhal
i pes, ktery tak ubéhl 10 - i = 2,5km. Postupné s¢itani vzdalenosti ubéhnutych psem mezi
jednotlivymi otockami by vedlo ke geometrické radé, viz nasledujici schéma.?]

? Klasicka tloha upravena podle publikace M. Volfova, Metody eseni matematickych tdloh, Gaudeamus,
Hradec Kralové, 2000.
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