74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii Z9

Z9-1-1
Najdéte vsechny dvojice celych cisel x a y takovych, Ze x + y je prvocislo a 3x + dy
je 16. (P. Bak)

NAVODNE A DOPLNUJIiCT ULOHY

V ftesenich lze s vyhodou pouzit nasledujici charakterizaci délitelnosti pfirozenych
¢isel: Cislo d déli é&islo a, pravé kdyz pro néjaké piirozené ¢islo k plati a = k - d.

N1. Dokazte, ze pro libovolna prirozena ¢isla a, b, d plati:

a) Jestlize ¢islo d déli obé ¢isla a, b, pak d déli také soucet a + b a rozdil a — b.
b) Jestlize ¢islo d déli obé ¢isla a, b, pak d déli také ¢islo 11a + 13b.

N2. Rozhodnéte, zda plati toto tvrzeni:
Pokud a a 2a + 3b jsou cisla délitelna péti, pak také cislo b je délitelné péti.
N3. Najdéte vechna prvocisla p, pro kterd plati, ze £ + 2p je prvocislo.

D1. Pii déleni ¢isla a ¢islem 53 dostaneme zbytek 3 a pri déleni ¢isla b ¢islem 53 dostaneme
zbytek 2. Jaky zbytek dostaneme po déleni cisla 4a + 5b ¢islem 537

D2. Pro obecné ptirozené cislo k uvazte soucet po sobé jdoucich cisel
S=1+2+3+ -+ (6k+3) + (6k +4) + (6k +5).

Rozhodnéte, pro kterda k£ je tento soucet délitelny dvéma, tfemi, ¢tyfmi, péti, resp.
Sesti.
Z9-1-2
Pravidelny ¢tyrboksy hranol md objem 864 cm® a obsah jeho pldsté je dvojndsobkem
obsahu podstavy.
Urcete velikost télesové uhlopricky hranolu. (V. Dedek)
NAVODNE A DoPLNUJiC ULOHY
N1. Pravidelny ¢tyiboky hranol ma podstavnou hranu dlouhou a = 3cm a vysku v = 5cm.
Vypocitejte objem hranolu a obsah jeho plaste.
N2. Urcete velikost thlopticky obdélniku se stranami délek 4cm a 9 cm.

N3. Pravidelny ¢tyrboky hranol méa télesovou uhlopticku délky /86 cm a vysku 6 cm. Ur-
cete objem hranolu.

D1. Je dan kvadr s hranami délek a, b, ¢ a trojihelnik urceny jeho sténovymi thloprickami.
Pomoci a, b, ¢ vyjadiete velikosti stran trojuhelniku a vypoctem ukazte, ze trojuhelnik
neni pravouhly.

D2. Kolik sténovych a kolik télesovych thlopticek mé pravidelny n-boky hranol?



Z9-1-3

MnoZinu {1,2,3,4,...,n} sestavajici z prunich n prirozenych c¢isel mame za kol roz-
delit do peti neprdzdnych podmnoZin tak, aby cisla v kaZdé podmnozine byla po dvou ne-
soudélna.

Najdéte nejuétsi mozné n, pro které to je mozné. (T. Barta)
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY

Mnozinou se mysli skupina neopakujicich se objektu (¢isel, lidi, véci atd.), kterym se
tika prvky. Mnozina je charakterizovana pravé svymi prvky, neni podstatné jejich uspo-
rfadani ¢i jina struktura. PodmnoZinou mnoziny je libovolna mnozina obsahujici nékteré
(nebo i vSechny) prvky dané mnoziny, ale zadné jiné. Neprazdnd mnozina obsahuje alespor
jeden prvek, mnozina neobsahujici zadny prvek se nazyva prazdnd.
N1. Devitiprvkova mnozina byla rozdélena do Sesti neprazdnych podmnozin. Kolik nejvice

prvkit mize mit nejvétsi z téchto podmnozin?
N2. Vypiste vSechny dvouprvkové mnoziny tvorené nesoudé€lnymi déliteli cisla 24.

N3. Kolik nejméné mnozin je potreba k rozdéleni vsech délitelt cisla 100 tak, aby c¢isla
v kazdé mnoziné byla po dvou nesoudélna?

N4. Ktera prirozena c¢isla maji pouze nesoudélné dvojice délitelu?

D1. Zdavodnéte: Jestlize dané cislo ma néjakého sudého délitele, pak alespon polovina
vSech jeho délitelt je sudych.

Z9-1-4
Rozhodnéte, zda je mozné k cislu s cifernym souctem 2024 pricist jednomistné cislo
tak, aby vysledné ¢islo mélo ciferny soucet 74. (T. Bdrta)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY
N1. Jaky mutze byt nejmensi a jaky nejvétsi ciferny soucet prirozeného cisla, které ma
a) 2 Cislice; b) 3 ¢islice; ¢) n ¢islic?

N2. Prictéte k ¢islu 74 jednomistné cislo tak, aby ciferny soucet vysledného ¢isla byl:

a) mensi nez ciferny soucet ¢isla 74,

b) stejny jako ciferny soucet ¢isla 747

Najdéte vSechny moznosti.
N3. Popiste vSechna trojmistna ¢isla, jejichz ciferny soucet se po pricteni 1 zmensi. Urcete
mozné rozdily cifernych soucti.
D1. Odhalte pravidlo v zapise nasledujiciho piikladu a urcete ciferny soucet vysledného
Cisla:
(989 + 111) + (98789 + 11211) + (9876789 + 1123211) + - - -
-+ 4 (9876543210123456789 + 1123456789876543211).

D2. Jana si vymyslela 2022mistné ¢islo a jeho ciferny soucet poseptala Petrovi. Petr vypo-
¢ital ciferny soucet cisla, které mu sdélila Jana, a vysledek poseptal Zuzce. Zuzka téz
vypocitala ciferny soucet cisla, které dostala od Petra, a vysledek, jimz bylo dvojmistné
¢islo, poseptala Adamovi. Adam provedl totéz s ¢islem od Zuzky a vysSel mu ciferny
soucet 1. Ktera cisla mohl Septat Petr Zuzce? Urcete vSechny moznosti.



Z9-1-5

V trojuhelniku ABC' je strana AB dvakrat delsi nez strana AC. Osa uhlu BAC protind

stranu BC' v bodé D. Rovnobézka se stranou AB prochdzejici bodem D protind stranu AC
v bodé E. Rovnobézka s useckou AD prochazejici bodem E protind stranu BC' v bodé F.

Urcete pomeér usecek AD a EF'. (M. Domdnyovd)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Je dan rovnoramenny lichobéznik ABCD se zakladnami AB a C'D. Bod E je pri-
seCikem strany AB s osou thlu BC'D. Velikost vnitiniho tthlu pti vrcholu A je 25°.
Vypocitejte velikosti vnitinich thla ¢tyiahelniku AECD.

Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zdkladnou AB, kde |AB| = 4cm a |AC| =
= 7cm. Kruznice se stfedem A prochazejici bodem B protina stranu AC' v bodé D.

Kruznice se stfedem C prochéazejici bodem D protina stranu BC v bodé E. Urcete
obvod trojuhelniku DEC.

V trojuhelniku ABC jsou na strané AB body K, M, na strané BC' je bod L a plati:
AC|KL, CK| LM, |AC| = 5cm, |CK| = 4cm, |KL| = 3cm. Urcete délku tsecky
LM.

Osy vnitinich thld kosodélniku ABCD omezuji ¢tyiiuhelnik K LM N. Pomoci vniti-
nich thli kosodélniku ABC'D vyjadrete velikosti vnitinich ahla ¢tytahelniku K LM N.

V trojihelniku ABC protina osa thlu BAC stranu BC' v bodé D a osa thlu ADC
protina stranu AC' v bodé E. Dale plati, ze trojuhelniky ABD a DCFE jsou podobné
a strana AB méfi 10 cm. Urcete obvod trojuhelniku ABC.



Z9-1-6

Plavci Pstruh a Pulec chtéli zmérit sve sily. Z protilehlych stran bazénu skocili sou-

casné do sousednich drah a plavali proti sobé, kaZdy svoji konstantni rychlosti. Poprvé se
plavet minuli ve vzddalenosti osm metru od Pstruhovy startovni strany, na konci drahy se
hbite otocili a plavali nazpét. Podruhé se plavci minuli ve vzddlenosti pét metri od Pulcovy
startovni strany, doplavali na konec drahy, a tim zavod skoncil.

Urcéete, kdo vyhrdl a jakd byla délka bazénu. (L. Hozovad)

NAVODNE A DOPLNUJIiCT ULOHY

NI.

N2.
N3.

D1.

D2.

Krélici Pecinka, Fagirka, Rizek a Gulas soutézili ve skoku do dalky. Peéinka skoécila
o 15cm dél nez Fasirka, ktera skoéila o 2dm méné nez Gulas. Rizek skoéil 2 730 mm,
tedy o 1m a 1dm dal nez Pecinka. Urcete a znazornéte délky skokti vSech kralikt
a jejich vysledné poradi.

Mohl byt bazén ze soutézni tlohy dlouhy 13 metra?

Mezi dvéma zastavkami vzdalenymi 2 km jezdi trolejbusy kazdych 5 minut, a to v obou
smérech rychlosti 15km za hodinu. Jindra Sel podél trasy trolejbusu rychlosti 4 km
za hodinu. Kdyz vychazel od prvni zastavky, zrovna se zde mijely dva protijedouci
trolejbusy. Kolik trolejbust Jindra cestou k druhé zastavce potkal?

Z mésta A do mésta B vyrazi soucasné dodavka a kamion, ve stejnou chvili proti
nim z B do A vyjizdi motorka. Rychlosti dodavky, kamionu a motorky jsou po rfadé
90km/h, 40km/h a 100 km/h. Vzdalenost mést A a B je 300 km. Za jak dlouho bude
dodavka stejné vzdalena od kamionu i motorky?

Myslivec jde rychlosti 4km/h. Kdyz je vzdaleny 1km od myslivny, pusti psa, ktery
béhé rychlosti 10 km/h. Pes plny radosti bézi k myslivné, u myslivny se hbité oto¢i
a bézi zpét k myslivci. U néj se opét otoc¢i a bézi k myslivné, od ni zase k myslivci
a tak porad dokola. Kolik kilometri pes nabéhé, nez oba dorazi do myslivny?



