73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Usttedn kolo kategorie Z9
7. kvétna 2024

IMA®©)

1. Je pravda, ze libovolné kladné celé ¢islo 1ze vynasobit nékterym z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5
tak, aby vysledek zacinal ¢islici 17

2. a) Najdéte 4 navzdjem rizna kladna celd ¢isla takova, ze kdyz se podivame na soucty
libovolnych dvou z nich, tvori téchto 6 soucti 6 po sobé jdoucich kladnych celych
cisel.

b) Existuje 5 navzajem ruznych kladnych celych ¢isel takovych, ze kdyz se podivame
na soucty libovolnych dvou z nich, tvori téchto 10 souc¢tt 10 po sobé jdoucich
kladnych celych cisel?

3. V ostrotihlém trojuhelniku ABC' plati, ze vyska z vrcholu A méa stejnou délku jako
téznice z vrcholu B. Oznac¢me jejich prisecik P. Urcete mozné velikosti ithlu APB.

4. Mame celovku a krabici s 21 oznaCenymi tuzkovymi bateriemi. Deset z nich je
vybitych, ale jedenact jich jesté funguje. V kazdém kroku muzeme dat do celovky dvé
baterie a pokud obé funguji, celovka se rozsviti. Po kolika nejméné krocich umime
zajistit, aby se Celovka urcité rozsvitila? (Nezapomente zduvodnit, Ze méné kroku
stacit nemust.)

Soutézici ma na vypracovani uloh 3 hodiny ¢istého casu; pri-
padné dotazy k textu zaddni mohou byt zodpovézeny v prv-
nich 20 minutach. Za kazdou ulohu miize soutézici ziskat
6 bodti; hodnoti se pfitom nejen spravnost vysledku, ale i lo-
gicka bezchybnost a uplnost sepsaného postupu, vysledky
vSech potifebnych pisemnych nebo pamétnych vypoctt musi
byt zaznamenany. Povolené pomucky jsou psaci a rysovaci
potteby. Knihy, kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elek-
tronické pomiticky dovoleny nejsou.
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Usttedn kolo kategorie Z9
7. kvétna 2024

IMA®©)

. Yu npasma, 1m0 Oy/Ib-gKe JIoJaTHE IIiJIe YUCI0 MOYKHA, [IOMHOXKUTH Ha JesdKe 3 ducen 1, 2,
3, 4, 5 Tak, mob pe3yabTar MmounHaBcs 3 mucdpn 17

(a) BmaiimiTe 4 MONAPHO PI3HUX JIOJATHUX MIIMX YUCJA TaK, M0 6 CyM JOBIIBHUX JBOX
3 HUX yTBOPIOIOTH 6 IMOC/IJOBHUX YHUCEI.

(6) Yum icHye 5 momapHO pisHUX JOJATHUX [IIUX YUCEs Tak, Mo 10 cyM JOBIIBHUX JBOX
3 HUX yTBOPIOOTH 10 MOC/IiIOBHUX THCE !

. Y rocrpokyTHOMY TpUKYTHUKY ABC' 10BXKWHA BUCOTHU 3 BEPIIUHU A ITOPIBHIOE JTOBXKUHI
Meianu 3 Bepimnau B. [lozHadnmo ToUKy iXHBOTO nieperuny depe3 P. 3HalliTh MOKIINBI
Besnyuan kKyta APB.

. Y Hac € HaJI00HUIt JixXTapuK 1 Kopodka 3 21 miamucanor darapeiikoro. lecsaTh 3 HUX PO3-
PAUINACS, ajie OJUHAILTE e TpaIfoloTh. Ha KoXKHOMY KPOIl MU MOYXKEMO BCTABUTH
B JIIXTapwWK I10 JBI Oarapeiiku, i sIKIIO BOHU OOUJBI IPAIIOIOTH, TO JIXTApUK 3aCBiTH-
Thed. CKUIBKN 9K MiHIMyM KPOKiB HOTPIOHO, II00 MU 3MOIVIM FapaHTyBaTH, IO JIXTAPUK
saciturbesa? (He 3abysapre obrpyHTYBaTH, 1110 MEHIIO! KIIBKOCTI KPOKIB MOXKE OYyTH He-
JTOCTATHBO. )

Soutézici ma na vypracovani uloh 3 hodiny ¢istého casu; pri-
padné dotazy k textu zaddni mohou byt zodpovézeny v prv-
nich 20 minutach. Za kazdou ulohu miize soutézici ziskat
6 bodti; hodnoti se pritom nejen spravnost vysledku, ale i lo-
gickd bezchybnost a uplnost sepsaného postupu, vysledky
vSech potifebnych pisemnych nebo pamétnych vypoctt musi
byt zaznamenany. Povolené pomucky jsou psaci a rysovaci
potteby. Knihy, kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elek-
tronické pomiticky dovoleny nejsou.
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1. Je pravda, Ze libovolné kladné celé cislo lze vynasobit nekterym z cisel 1, 2, 3, 4, 5
tak, aby vysledek zacinal cislici 17

RESENT. Odpovéd: Ano, je to pravda.
Kazdé jednomistné cislo takto vynasobit lze, priklady jsou uvedené v néasledujici
tabulce.

ptvodni ¢islo 1y 2| 3| 4| 5| 6 7| 8| 9
¢islo, kterym nasobime | 1 | 5| 5| 3| 3| 2| 2| 2| 2
vysledek 11015 (12|15 | 12| 14| 16 | 18
Podobné 1ze najit priklady i pro dvojmistna ¢isla.
ptivodni ¢islo 10 ... 19 20 ... 39| 40 ... 59| 60 ... 99
c¢islo, kterym nasobime | 1 ... 1 5... b 3... 3 2 ... 2
vysledek 10 ... 19| 100 ... 195 | 120 ... 197 | 120 ... 198

Ukazeme, zZe libovolné kladné celé ¢islo n lze takto vynésobit. Rozebereme nékolik
pripadt podle toho, kterou ¢islici ¢islo n zac¢ina. Klicové pozorovani je, ze d-mistné cisla
zacinajici ¢islici ¢ jsou prave ta éisla n, pro ktera plati ¢-10¢ < n < (c+1)-10%. (Napiiklad
trojmistna ¢isla zacinajici éislici 1 jsou pravé ta ¢isla n, pro kterd plati 1-103 < n < 2-103.)

1. Pokud prvni cislice n je ¢ = 1, muzeme ¢islo n vynasobit jednickou. Tim se n nezméni

a bude stale zacinat jednickou.

2. Pokud prvni &slice n je ¢ = 2 nebo ¢ = 3, pak plati 2-10% < n < 4-10¢. Po vynasobeni
pétkou dostaneme
10-10% < 5n < 20 - 10¢

neboli
1-10% <5< 2109+,
takze ¢islo 5n je (d + 1)-mistné a zacind jednickou, jak jsme chtéli.
3. Pokud prvni &slice n je ¢ = 4 nebo ¢ = 5, pak plati 4-10% < n < 6-10%. Po vynasobeni
trojkou podobné jako v predchozim pripadé dostaneme
1,2-10%! < 3n < 1,8 - 109+,
takze ¢islo 3n je (d + 1)-mistné a zacind jednickou.
4. Pokud prvni &islice n je ¢ € {6,7,8,9}, pak plati 6-10¢ < n < 10 - 10%. Tentokrat po
vynasobeni dvojkou dostaneme
1,2-104 < 2n < 2. 1091,
takze ¢islo 2n je opét (d + 1)-mistné a zacind jednickou, jak jsme chtéli.
PozNAMKA. Ve vysSe uvedeném TeSeni jsme nevyuzili moZznost nésobeni cétyfkou.

7 nasledujiciho obrazku lze nahlédnout, ze podobné jsme si misto toho mohli vystacit
bez nasobeni trojkou.

xl: e——0
X2 : . o
X3 : . o
x4 : . o
x5 : e— o
—o o o o—
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 -10¢
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2. a) Najdete 4 navzdjem riznd kladnd celd c¢isla takovd, Ze kdyz se podivame na soucty
libovolnych dvou z nich, tvori téchto 6 soucti 6 po sobé jdoucich kladngjch celych
cisel.

b) Ezistuje 5 navzdjem rizngch kladnijch celjch cisel takovych, Ze kdyz se podivime
na soucty libovolngych dvou z nich, tvori téchto 10 soucti 10 po sobé jdoucich
kladngch celych cisel?

RESENT. a) Vyhovuji napifklad éisla a = 1, b = 2, ¢ = 3, d = 5, pro ktera vyjdou
soucty

a+b=3, a+c=4, b+c=5 a+d=6, b+d=7 c+d=38.

b) Odpovéd: Ne, takovych 5 ¢isel a, b, ¢, d, e neexistuje. Ukdzeme dva rizné zptsoby.
Pruni zpisob (sectenim). Soucet S vSech deseti sou¢ti dvojic je roven

S=(a+b+(a+c)+...+(d+e)=4-(a+b+c+d+e),

protoze kazdé z péti ¢isel se vyskytuje ve ¢tyfech souctech (jednou s kazdym z ostatnich
Cisel). Zejména tedy plati, ze S je sudé ¢islo.

Soucasné ale plati, ze soucet libovolnych deseti po sobé jdoucich kladnych celych ¢isel
jeroven n+ (n+ 1)+ (n+2) + ...+ (n+9) = 10n + 45 pro néjaké kladné celé ¢islo n.
Zejména tedy plati, ze S je liché ¢islo.

Soucet S ale nemuze byt soucasné sudy i lichy, takze takovych pét cisel a, b, ¢, d, e
nemuze existovat.

Druhy zpusob (uspordddnim). Oznacéme pét ¢isel a < b < ¢ < d < e podle velikosti.
Soucty splnuji nerovnosti

at+tb<a+tcec<atd<a-te
<b+c<b+d<c+d
<bte<ct+e<d+e.

Nejmensi dva soucty jsou a + b a a + ¢, takze musi platit b = ¢ — 1. Podobné porovnanim
nejvétsich dvou souctii ¢ + e a d + e zjistime d = ¢ + 1. Plati tak

at+c—1<a+c<at+c+l<a+te
<2c—1 < 2c <2c+1
<cte—1l<ct+te<c+e+1.

Jelikoz kazdy radek zacina blokem tifi po sobé jdoucich ¢isel, zbyvajici ¢islo a + e, které
jisté neni nejmensi ani nejvétsi, musi byt bud mezi prvnim a druhym blokem, nebo mezi
druhym a tfetim blokem. Tyto dva pripady rozebereme:

(i) V prvnim piipadé by platilo a + e = a + ¢+ 2 (protoze a + e navazuje na prvni blok)
a soucasné ¢+ e — 1 = 2c+ 2 (protoze tteti blok navazuje na druhy). Z prvni rovnice
ale plyne e = ¢ + 2, zatimco ze druhé plyne e = ¢ + 3. Tento pfipad tedy nemtize
nastat.

(ii) Ve druhém pripadé by podobné platilo 2¢—1 = a+c¢+2 (protoze druhy blok navazuje
na prvni) a soucasné c+e —1 = a + e + 1 (protoze tieti blok navazuje na a + e).
Z rovnic postupné plyne ¢ = a+3 a ¢ = a+ 2, takze tento pripad také nemize nastat.
Ukazali jsme, ze takova pétice cisel a, b, ¢, d, e neexistuje.
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POzZNAMKA. Lze ukézat, ze v prvni ¢asti vyhovuji pravé ctverice (a,b,c,d) =
= (n,n+1,n+2,n + 4) a ¢tvefice (a,b,c,d) = (n,n + 2,n + 3,n + 4) pro libovolné
kladné celé cislo n.

POZNAMKA. V &asti b) jsme ukdzali, Ze hledanych 5 ¢isel neexistuje. Podobné jako
v prvnim zpusobu lze ukazat, ze plati dokonce silnéjsi tvrzeni: ,Neexistuje 5 kladnych
celych ¢isel takovych, ze kdyz se podivame na soucty libovolnych dvou z nich, konéi kazdy
z téchto 10 souctt na jinou ¢islici.”
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3. V ostrouhlém trojuhelniku ABC' plati, Ze vyska z vrcholu A md stejnou délku jako
téznice z vrcholu B. Oznacme jejich prusecik P. Urcete mozné velikosti ihlu APB.

RESENI. Odpovéd: Uhel APB mé vidy velikost 120°.
Jako na levém obrazku oznac¢me Ay patu vysky z vrcholu A a M stred strany AC.
TéZnice z vrcholu B je tisecka BM a podle zadéani plati |[BM| = |AAg].

A D
a4~
7 60° d
M
P .
BT A C Do

Pokud si nakreslime trojuhelnik ABC' tak, ze strana BC' bude vodorovné, mame
vlastné zjistit, jaky sklon ma téznice BM. Jako na prostfednim obrazku oznacme
D takovy bod v rovingé, ze ABCD je rovnobéznik. Jelikoz M je stfed jedné jeho
uhlopricky AC, je to i stfed jeho druhé uhlopiicky BD. Ozna¢me D, patu kolmice
z bodu D na pifmku BC. Usecky DDy a AAg jsou shodné, celkem tak dostévame
|BM| = |MD| = |DDy| (na pravém obrazku je tato velikost oznacena d).

Podle Thaletovy véty (resp. véty opacné) je stfed M prepony pravothlého trojihel-
niku BD D, také stiedem jemu opsané kruznice. Proto plati |M Dg| = |M D|. Trojthelnik
MDD je tedy rovnostranny a |<MDDgy| = |<BDDy| = 60°.

Primky DDy a AAj jsou rovnobézné, takze (souhlasné) uhly BDDy a BP Ay jsou
shodné. Hledany thel APB dopliuje < BP Ay do piimého thlu, tedy

|« APB| = 180° — 60° = 120°.

PozNAMKA. Dokresleni bodi D a Dy neni nutné, misto toho lze pracovat naptiklad
se sttedem M strany AC a s patou My kolmice z bodu M na primku BC. Pak
|IMM,| = 1|AAo| = L1|BM]|, takZe v pravothlém trojihelniku BM DM, je piepona
BM dvakrat delsi nez odvésna M My. Trojuhelnik BM M, proto odpovida poloviné
rovnostranného trojuhelniku. Tedy |« BM M| = 60° a feseni dokon¢ime podobné jako to
VZOroveé.

A A

P
B Ay My C B By By Ci Cy Ch

POzZNAMKA. Lze ukdzat, Ze existuje nekonecné mnoho navzdjem nepodobnych troj-
uhelnikt, ve kterych mé vyska z vrcholu A stejnou délku jako téznice z vrcholu B. Tti
takové trojuhelniky AB1C;, AB>Cy, AB3(C5 jsou nakreslené na pravém obrazku — maji
spole¢nou vysku z vrcholu A a rovnobézné téznice z vrcholu B;.
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4. Mame celovku a krabici s 21 oznacenymi tuzkovymsi bateriemi. Deset z nich je vybitych,
ale jedendct jich jesté funguje. V kaZdém kroku miZeme ddt do celovky dvé baterie a
pokud obé funguji, celovka se rozsviti. Po kolika nejméné krocich umime zajistit, aby
se celovka urcité rozsvitila? (Nezapomerite zdivodnit, Ze méné kroki stacit nemusi.)

RESENT. Odpovéd: 12 kroki.

V prvni ¢asti feseni ukazeme, jak zajistit, ze se ¢elovka rozsviti po nejvyse 12 krocich.
Nas postup bude nasledujici: Jednu baterii, fikejme ji tfeba Z, ddme bokem a zbylych
20 baterii rozdélime do 10 dvojic, které si oznacime (A1, By), (Ag, B2), ..., (A10Bo).
Nejdriv zvlast vyzkousime kazdou z 10 dvojic (A;, B;) pro ¢ = 1,...,10. Pokud se
celovka stale nerozsvitila, vyzkousime v nasledujicich dvou krocich jesté baterii Z nejdriv
s baterii Ay a potom s baterii Bj.

Ted ukazeme, ze nas postup jisté celovku rozsviti. Pokud zafunguje jedna z 10 dvojic
(A1, By), (As, Bs), ..., (A19B1o), tak jsme uspéli nejpozdéji desatym krokem. V opa¢ném
pripadé musela kazda z téchto 10 dvojic obsahovat alespon jednu vybitou baterii. Vybitych
baterii je ale celkem jen 10, takze kazda tato dvojice musela ve skute¢nosti obsahovat
presné jednu vybitou baterii. Takze jedna z baterii Ay, By je dobra a extra baterie Z
je také dobra. Proto kdyz vyzkousime Z s Ay i s Bi, tak jeden z téchto dvou pokust
zafunguje.

Ve druhé ¢asti feseni ukazeme, Ze neexistuje zadny zaruceny postup na 11 nebo méné
kroki. Predstavme si na chvili, ze by néjaky takovy postup existoval. Takovy postup
je vlastné seznam jedendcti (nebo méné) dvojic zkousenych baterii. Abychom ukézali,
ze postup mize selhat, staci najit 10 baterii takovych, ze v kazdé zkousené dvojici je
alespon jedna takova baterie — pokud totiz bude praveé téchto 10 baterii vybitych, zadny
krok celovku nerozsviti.

Pro postupy, které se skladaji z & < 10 krokt, je nas tkol snadny. Z prvni zkouSené
dvojice vybereme libovolnou baterii. Pro kazdou dalsi zkouSenou dvojici se podivame,
jestli tato dvojice obsahuje alespon jednu z drive vybranych baterii, a pokud ne, vybereme
jednu dalsi baterii z této dvojice. Tim dohromady vybereme nejvyse k& < 10 baterii a
zajistime, ze z kazdé zkousené dvojice je aspon jedna baterie vybrana. (Pripadné zbyvajici
vybité baterie az do celkového poctu 10 muzeme vybrat libovolné.)

Pro postupy, které se skladaji z k = 11 krokti, u¢inime nejdiiv néasledujici pozorovani:
néktera baterie se v Celovce musela ocitnout opakované. Skutecné, béhem celého postupu
jsme do ¢elovky celkem 11-2 = 22krat vlozili néjakou baterii. Celkem mame jen 21 rtiznych
baterii, takze aspon jedna baterie se v celovce ocitla aspon dvakrat. Oznac¢me B jednu
takovou baterii a ¢ = 2 pocet, kolikrat se v ¢elovce ocitla. V nasem vybéru 10 baterif
zacneme tim, Ze vybereme B. Tim jsme zajistili, ze v ¢ = 2 krocich, ve kterych je B
jedna ze zkouSenych baterii, se ¢elovka nerozsviti. Pro kazdy ze zbyvajicich 11 —¢ < 9
krokl postupujeme stejné jako vyse: podivame se, jestli zkousena dvojice baterii obsahuje
alespon jednu z diive vybranych baterii, a pokud ne, vybereme jednu dalsi baterii z této
dvojice. Tim jsme celkem vybrali nejvyse 1 + 9 = 10 baterii. Pokud jsou zrovna tyto
baterie vybité, ¢elovka se nikdy nerozsviti, a tedy postup selze. Zadny zaruceny postup
na 11 nebo méné kroku tedy neexistuje.

P0zNAMKA. Obecnéji bychom se mohli ptat, kolik nejméné krokt je potieba v pri-
padé, ze mame celovku na r baterii a k tomu celkem n baterii, z nichz k jich jesté funguje.
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Tento optimdalni pocet kroku se znac¢i T'(n, k,r) a fikd se mu Turdnovo cislo na pocest
Pala Turana, ktery se témito cisly poprvé zabyval v roce 1941. V feseni jsme ukazali, Ze
T(21,11,2) = 12. Podobné jde ukézat, ze pro kazdé k = 2 plati T'(2k — 1,k,2) = k + 1.
Ptesnd hodnota T'(n, k,r) je znam4 pro nékteré dalsi trojice ¢isel (n, k,r), ale problém
urceni hodnot T'(n, k,r) pro kazdou trojici (n, k,r) je otevieny a predpoklada se, ze je
velmi tézky.


https://en.wikipedia.org/wiki/Tur%C3%A1n_number

