73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

. kolo kategorie Z8

Z8-11-1

Poéitacovy program vypisoval po fadcich éisla tvorena éislicemi od 1 do 9. Cislice byly
pouzity opakované v prirozeném poradi. Na kazdém tadku bylo o jednu ¢islici vic nez na
radku predchozim, na prvnim radku byla 1:
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Vypis byl ukoncen ¢islem na 2024. radku.
Zjistéte, na kolika fadcich byla ¢isla délitelna a) tfemi, b) ¢tyfmi. (P. Bak)

MozZné resSeni. V obou pripadech nejprve zjistime, jak se prislusna vlastnost mezi po-
stupné tvorenymi cisly opakuje:

a) Cislo je délitelné tfemi, pravé kdyz je jeho ciferny soucet délitelny tiemi. Do ci-
fernych souctt prispivaji opakované ¢isla od 1 do 9, a ty maji po déleni tremi zbytky
opakované 1, 2, 0. U tvorenych cisel se tak zbytek po déleni ciferného souctu tfemi opakuje
po trojicich takto:

1,0,0;1,0,0;...
V kazdé takové trojici jsou dvé cisla délitelnd tremi.

Nejblizsi nasobek t¥1 mensi nez 2024 je 2022 (= 3-674). Tedy na prvnich 2022 radcich
je 1348 ¢isel délitelnych tfemi (674 trojic po dvou ¢islech délitelnych tiemi). Cislo na
2023. radku délitelné tiemi neni, ¢islo na 2024. radku délitelné tfemi je.

Cisla délitelna tfemi jsou na 1349 fadcich.

b) Cislo je délitelné ¢tyimi, pravé kdyz je jeho posledni dvojéisli délitelné étyimi.
U tvorenych cisel se posledni dvojéisli opakuji takto:

11,12, 23,34, 45,56,67,78,89; 91,12, 23, . . .

A7 na Uplné prvni ¢islo, které je jednomistné, se posledni dvoj¢isli tvorenych ¢isel opakuji

po deviticich. V kazdé takové devitici jsou dvé cisla délitelna ¢tyimi, a to 12 a 56.
Nejblizsi nasobek deviti mensi nez 2024 je 2016 (= 9 - 224). Tedy na prvnich 2016

fadcich je 448 ¢isel délitelnych ¢tyimi (224 devitic po dvou ¢islech délitelnych ¢tyimi). Na
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zbylych osmi fadcich jsou koncova dvojcisli 91, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, mezi nimiz jsou
dvé délitelnéd ¢tyfmi.

Cisla délitelna ¢tyimi jsou na 450 fadcich.
Poznamka. Také v piipadé b) lze sledovat posloupnost zbytkd po déleni ¢tyfmi. Ty se
u tvorenych cisel opakuji po deviticich takto:

1,0,3,2,1,0,3,2,1;1,0,3, ...

V kazdé takové devitici jsou dvé cisla délitelnd ¢tyfmi. Dalsi postup je stejny jako vyse.

Hodnoceni. V kazdém z obou pfipadu udélte 1 bod za odhaleni opakujiciho se vzoru;
1 bod za vysledek; 1 bod za kvalitu komentare.

Z8-11-2
Mezi hrackami v obchodé jsou pouze lodé a auta. Lodé tvori étvrtinu hracek. 75 % lodi

a 40 % aut je ¢ervenych. Cervenych hracek je o 10 méné nez téch s jinou barvou.
Kolik hracek je v obchodé? (E. Semerddovd)

Mozné feSeni. Pomérné zastoupeni ¢ervenych lodi mezi vSemi hrackami je

1

100 4 4 4 16

3 1 3

Pomérné zastoupeni cervenych aut mezi vSemi hrackami je

40 3 2 3 3
100 4 5 4 10
Pomérné zastoupeni ¢ervenych hracek mezi vSemi je

i+i_15+24_§
16 10 8 80

Zejména pocet vSech hracek je délitelny 80.

Pokud by vsSech hracek bylo 80, bylo by cervenych 39 a ostatnich 41. V takovém
ptipadé by ¢ervenych hracek bylo o 2 méné nez téch s jinou barvou. Cervenych je vSak o 10
méné nez ostatnich a 10 = 5 - 2. Tedy vsech hracek je 5 - 80 = 400.

V obchodé€ je 400 hracek.

Poznamka. Uvahu v zavérecné ¢asti feSeni lze nahradit rovnici

0,4,
80 80

kde h znaéi pocet hracek. Upravami dostdvame %h = 10, a tedy h = 400.

Hodnoceni. 3 body za pomérné zastoupeni cervenych hracek mezi vsemi hrackami;
3 body za pocet hracek.



Z8-11-3
Deltoid je konvexni ¢tyrthelnik, ktery ma dvé dvojice shodnjch sousednich stran.

Sestrojte deltoid ABC'D se stranami AB a AD délky 11 cm, se stranami C'B a C'D
délky 6 cm a s uhloptickou AC délky 15cm. Rozdélte deltoid ABCD na ¢tyfi ¢tyiuhel-
niky tak, aby dva z nich byly deltoidy a dva byly shodné kosoc¢tverce. Konstrukci popiste
a zduvodnéte. (K. Pazourek)

MozZné reseni. Pii rozboru ulohy vyuZijeme toho, ze deltoid je osové soumérny podle
jedné své uhlopricky, a tedy mé navzajem kolmé uhlopiicky. Kosoctverec lze chapat jako
specialni deltoid, ktery ma vSechny strany navzajem shodné a je soumérny podle obou
uhlopfticek.

Deltoid ABCD ze zadani je osové soumérny podle thlopticky AC. Déleni deltoidu
popiseme pomoci boda E, F, G, H, I takovych, ze E lezi na thlopticce AC, body F, G
lezi na stranach AB, BC a body H, I jsou osové soumérné vzhledem ke GG, F' podle primky
AC. Nezavisle na poloze bodu E na uhlopticce AC jsou ¢tytuhelniky AFEI a EGCH
deltoidy (pfip. kosoctverce) a ¢tyftuhelniky EFBG a EH DI jsou shodné.

V kosoctverci jsou kazdé dva protéjsi vnitini tthly shodné. Protoze thly BC'D a BAD
shodné nejsou, ¢tyriuhelniky AFET a EGC H nemohou byt shodné kosoc¢tverce. Uvazujeme
tedy o takovém déleni, aby shodnymi kosoctverci byly c¢tyithelniky FFBG a EHDI.
Vzhledem k tomu, ze uhlopricky v kosoctverci jsou jeho osami soumérnosti, je takové
déleni urceno jednoznacné — v kosoctverci FF'BG je uhlopiicka BE osou thlu ABC
a uhlopricka GF' je osou usecky BE, v kosoc¢tverci EH DI je tomu obdobné.
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Konstrukce deltoidu:

1) tsecka AC délky 15cm,

2) kruznice se stfedem A a polomérem 11 cm,
3) kruznice se stfedem C' a polomérem 6 cm,

4) body B, D jsou pruseciky kruznic 2) a 3).

N

Konstrukce déleni:
osa uhlu ABC,

5)
6) bod E je prisecikem piimky 5) s tseckou AC,
7) osa tsecky BE,
8) body F', G jsou po fadé pruseciky piimky 7) se stranami AB, BC),
9) kolmice k pfimce AC' jdouci body F', G,
10) body H, I jsou po fadé priseéiky kolmic 9) se stranami C'D, DA,
11) &tyfthelniky AFEI, EGCH, EFBG, EHDI.
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Poznamka. Uvedena konstrukce je odvozena z predchoziho rozboru tilohy. V utvaru jsou
dalsi vztahy, které lze také pri konstrukci pouzit. Napt. plati, ze body F', G, H, I lezi na
kruznici se sttedem v bodé E.

Hodnoceni. 3 body za rozbor tlohy a urceni podstatnych vztaht; 1 bod za konstrukci
deltoidu ABCD; 2 body za konstrukci déleni. Pro zisk plného poc¢tu bodi neni tieba
vysvétlovat, zda existuje jiné feSeni.



