73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy krajského kola kategorie B

. Patrik vybral dvé rtizna prirozena ¢isla a, b, kazdé napsal na 10 karet a vSech 20 karet
rozmistil do kruhu. Vsiml si, Ze kazdé cislo je ted délitelem souctu dvou c¢isel na
sousednich kartach. Dokazte, ze ¢isla na kartach se ob jedno stridaji.

. Realna cisla a, b, ¢, d splnuji rovnosti

a—b_a—c_ b—rc
c+d b+d a+d

Dokazte, ze tyto zlomky jsou rovny nule.

. Je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD, jejichz délky jsou po tadé 6
a 4. Oznacme P stired uhlopricky BD a E prusecik pifimek AP a C'D. Rovnobézka
s primkou AP prochazejici vrcholem D protind pfimku BE v bodé F. Dokazte, ze
primka BC pili tsecku DF'.

. Kolika riznymi zptsoby muzeme vyplnit tabulku 2024 x 2024 ¢isly 0 a 1 tak,
aby soucty ¢isel v jednotlivych fadcich byly navzajem rizné a rovnéz soucty cisel
v jednotlivych sloupcich byly navzajem rtzné?

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 9. dubna 2024

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby souté-
zici méli na treSeni tloh 4 hodiny cistého casu; pripadné dotazy
k textu zadani mohou byt zodpovézeny v prvnich 20 minutach.
Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat 6 bodii; hodnoti se pri-
tom nejen spravnost vysledku, ale i logicka bezchybnost a upl-
nost sepsan¢ho postupu, vysledky vsech potiebnych pisemnych
nebo pamétnych vypoc¢ti musi byt zaznamenany. Bodova hra-
nice k urceni tspésnych ftesiteli bude stanovena centralné po
vyhodnoceni statistik bodovych vysledkt ze vsech kraji. Povo-
lené pomucky jsou psaci a rysovaci potreby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomucky do-
voleny nejsou. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahdjenim sou-
téze.
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1. Patrik vybral dvée rizna prirozend cisla a, b, kaZdé napsal na 10 karet a vsech 20 karet
rozmistil do kruhu. Vsiml si, Ze kazZdé cislo je ted délitelem souctu dvou cisel na
sousednich kartach. Dokazte, Ze cisla na kartdch se ob jedno stridaji.

(Josef Tkadlec)

RESENI. Tvrzeni tlohy dokdzeme sporem. Pripustme tedy, Ze &sla a, b nejsou
rozmisténa stridave. To zfejmé znamend, ze se v kruhu vedle sebe nachéazeji nékde dvé a
a soucasné nékde dvé b.

Vyberme dvé sousedni a. Za¢neme-li od této dvojice aa putovat po kruhu jednim
smérem, narazime na ¢islo b (jinak by v kruhu byla sama a). Jakmile se to stane, budeme
mit sousedni trojici aab. Podle zadani pak plati a | a+b, odkud a | b. Analogickou ivahou
najdeme trojici bba, ze které dostaneme b | a. Pro prirozena ¢isla a, b tak platia | bib | a,
a tedy a = b, coz je ve sporu s tim, ze ¢isla a, b jsou rizna. Tim je celé Teseni tlohy
hotovo.

POZNAMKY.

1. Bez ijmy na obecnosti jsme od zac¢atku diikkazu sporem mohli predpokladat, ze plati
naptiklad @ < b. Pak bychom vystacili jen s ivahou o trojici bba vedouci ke spornému
zavéru b | a.

2. Ukazme navic, ze pro ¢isla a, b splnujici zadani tlohy musi platit bud b = 2a, nebo
a = 2b. S ohledem na symetrii staci v pripadé a < b dokéazat rovnost b = 2a. Pri
stfidavém rozmisténi ¢isel z trojice aba mame b | 2a, takze 2a = kb pro vhodné
prirozené ¢islo k. Z predpokladu a < b ovSsem plyne kb = 2a < 2b, odkud k£ < 2 neboli
k =1, a proto 2a = kb = b, jak jsme chtéli dokazat.

Za tplné teseni udélte 6 bodu. Neuplna feseni, kterd se zabyvaji pripadem, kdy rozmisténi ¢isel a, b neni
stridavé a kdy resitel predem nevybere, kterd z nerovnosti a < b nebo b < a plati, hodnotte nasledovné:
Al. Konstatovani, ze musi byt vedle sebe dvé a i dvé b: 1 bod.

A2. Konstatovani, ze musi existovat jak usek aab (nebo baa), tak i tisek abb (nebo bba): 3 body.

A3. Korektni odvozeni obou délitelnosti a | a +b a b | a + b: 4 body.

A4. Dosazeni sporu s pripadnou drobnou argumentac¢ni chybou: 5 bodu.

Celkem pak udélte max(Al, A2, A3, A4) bodu. Pokud fesitel pfedem vybere, Ze z nerovnosti a < b
nebo a > b plati napiiklad a < b, pak stac{ uvést v Al pouze bb, v A2 pouze bba a v A3 pouze b |a+b
(viz poznamku 1 za feSenim). Postupuje-li fesitel ndmi neuvedenym zptisobem, hodnotte jeho diléi kroky
obdobné.
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2. Redlnd cisla a, b, ¢, d splnuji rovnosti
a—b a—c b-c

c+d b+d a+d

Dokazte, Ze tyto zlomky jsou rovny nule. (Zdenék Pezlar)

KOMENTAR. Podat FeSeni zadané tilohy je mozné v mnoha obménéch, proto nejprve
popiseme nékteré jejich spolecné prvky a moznosti.

1. Lze si snadno povsimnout, ze tvrzeni tlohy plati, pravé kdyz se rovnaji néktera dvé
z Cisel a, b, c. Proto mizeme celé feseni pojmout tak, ze z predpokladu raznosti ¢isel
a, b, ¢ odvodime spor. Je ovSem také mozné podat neptimy dikaz rovnosti b = ¢
(prvni feseni) nebo rovnosti a = b (v pozndmce za prvnim fesenim).

2. Je také vidét, ze rovnost prvniho a druhého zlomku ze zadani nastane urc¢ité v pripadé,
kdy plati b = c. Proto se vyplati tuto rovnost algebraicky upravovat s cilem, aby presla
do tvaru (b — ¢)(...) = 0. Ukdzeme déle, ze takto vyjde rovnost

(b—c)la—b—c—d)=0. (1)
Analogicky z rovnosti druhého a tretiho zlomku dostaneme
(a—b)a+b—c+d)=0. (2)

(Upravit rovnost prvniho a tfetiho zlomku podobné pékné nelze.) V prvnim feseni
vystacime s odvozenim rovnosti (1), ve druhém feSeni ziskdme obé rovnosti (1) a (2)
zjednodusenym vypoctem a pak uz snadno celé feseni dokonc¢ime.

RESEN{. Za¢neme odvozenim rovnosti (1) z komentéfe:

a—b a—c

ctd b+d

(a—0b)(b+d) =(a—c)(c+d),
ab+ ad — b* —bd = ac+ ad — & — cd,
(ab — ac) — (b* — ¢*) — (bd — cd) = 0,
alb—c)—(b—c)(b+c¢)—d(b—c) =0,
(b—c)la—b—c—d)=0.
Posudme nejprve ptipad, kdy b — ¢ # 0. Z rovnosti (1) tehdy plyne
a—b—c—d=0, (3)

odkud a —b = c+d aa—c = b+ d. Prvni dva zadané zlomky tak maji spole¢nou
hodnotu 1, kterou musi mit i treti zlomek:

b—c

a+d

Odtud mame b — ¢ = a + d, coz prepiseme jako
a—b+c+d=0. (4)

Sectenim rovnosti (3) a (4) dostaneme 2a —2b = 0 neboli @ —b = 0, coz je ve sporu s tim,
ze zadané zlomky maji hodnotu 1. Posuzovany pripad b — ¢ # 0 je tak vyloucen, a proto
plati b — ¢ = 0. Treti zlomek ze zadani je tudiz skute¢né roven nule.

3
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PozNAMKA. Ukazme strucnéji, ze analogicky z rovnosti (2) plyne a = b. V piipadé
a # bz (2) mdme a +b — c+ d = 0, takze druhy a tfeti zlomek ze zadani maji
spolecnou hodnotu —1, a proto ji ma i prvni zlomek. Pro jeho citatel a jmenovatel tak
plati a — b = —(c+d), coz spolus a + b — ¢+ d = 0 vede k zavéru b = ¢, ktery je vsak
urc¢enou hodnotou —1 vyloucen. Tim je diitkaz rovnosti a = b hotov.

JINE RESENI. Zavedme tii nova (podle zaddni nenulova) ¢isla
A=a+d, B=b+d, C=c+d. (5)
Diky rovnostem A— B=a—-b, A—C =a—c¢, B—C = b— ¢ dostavame

A-B A-C B-C
c B A

Takto zjednodusené rovnosti nyni upravime soucasneé:

A-B A-C A-C B-C
C B B A7
(A—B)B=(A-0)C, (A-C)A=(B—-C)B
AB — B*= AC — C?, A% — AC = B* - BC,
(AB — AC) — (B* - C?) = (A2 — B%) — (AC — BC) =0
AB-C)—-(B-C)B+C)= (A—=B)(A+ B)-C(A—-B) =0,
(B-C)A-—B-C)= (A—B)(A+B—C)=0.

Odtud po dosazeni vztahti (5) uz dostaneme rovnosti z komentare
b—c)la—b—c—d)=0 (1) a (a=b)a+b—c+d)=0 (2).

Je-li b—c = 0 nebo a—b = 0, tvrzeni tlohy plati. V opacném piipadé z rovnosti (1) a (2)
plyne
a—b—c—d=0 a a+b—c+d=0,

coz po secteni dava 2a — 2¢ = 0 neboli a — ¢ = 0, takze i tehdy tvrzeni tlohy plati.

Za uplné reseni udélte 6 bodl. Netuplna feseni hodnotte takto:

A1l. Konstatovani, ze stac¢i dokdzat rovnost dvou ze tii ¢isel a, b, c: 1 bod.

A2. Odvozeni jedné z rovnosti (1) nebo (2): 3 body.

A3. Odvozeni obou rovnost{ (1) a (2): 4 body.

A4. Dukaz tvrzeni, ze v pripadé tii ruznych ¢isel a, b, ¢ by spoleénd hodnota zadanych zlomku byla
rovna 1 nebo —1: 4 body.

A5. ReSenf s drobnym argumentaénim nedostatkem: 5 bodi.
Celkem pak udélte max(Al, A2, A3, A4, A5) bodi. Postupuje-li fesitel ndmi neuvedenym zptisobem,

hodnoftte jeho dil¢i kroky obdobné.
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3. Je dan lichobéznik ABCD se zdkladnami AB a CD, jejichZ délky jsou po radé 6
a 4. Oznacme P stred uhlopricky BD a E prusecik primek AP o C'D. Rovnobézka
s primkou AP prochdzejici vrcholem D protind primku BE v bode F. Dokazte, Ze
primka BC puli isecku DF. (Jaroslav Svréek)

Vviev

primka BC' skutecné ptili jeho stranu DF'.

Nejdrive si povsimneme, Ze z rovnobéznosti zakladen AB a CD plyne shodnost
sttidavych thlt PAB a PED. Protoze shodné jsou také vrcholové ihly APB a EPD,
trojuhelniky PAB a PED jsou podobné, a tedy diky rovnosti |PB| = |PD| dokonce
shodné. Proto plati |[DE| = |BA| = 6. Bod E ziejmé lezi na polopiimce DC* takze
|DC| = 4, coz spolu s |DE| = 6 znamend, ze bod C lezi na tsecce DE a pfitom

|DC| = 2|CE|.

A IIII 6 B

Prejdéme nyni jiz k trojuhelniku BDF'. Jelikoz bod P je stted jeho strany BD
a PE || DF, je tsecka PE jeho stfedni prickou, tudiz bod E je stied strany BF.
Usecka DFE je proto téznici, takze jeji bod C' uréeny rovnosti |DC| = 2|C'E| je skutetné

vV

PozNAMKA. Ukdzeme, Ze po dikazu shodnosti trojihelniki PAB a PED lze zbytek
feseni dokoncit jinak. Diky zminéné shodnosti je totiz ¢tyithelnik ABED rovnobéznik,
nebof jeho strany AB a ED jsou shodné a rovnobézné. Déle pokracujme nasledovné:

> Protoze ABED je rovnobéznik, je také ¢tyruhelnik AEF D rovnobéznik, a to diky
rovnobéznosti svych protéjsich stran. Z obou rovnobézniku tak dostdvame |BE| =
= |AD| = |EF|, coz znamend, ze bod F je stred usecky BF.

>V rovnobézniku ABED plati |DE| = |AB]| 6, v lichobézniku ABC'D méame
|DC| = 4. Dohromady to znamend, ze bod C' lezi na tise¢ce DE a |CE| =6 —4 = 2,
a proto |[DC| =2|CE|.

N[

* Shodné trojihelniky PAB a PED jsou totiz soumérné sdruzené podle stiedu P, stejné jako rovnobézné
poloptimky BA a DC.
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Podle prvni odvozené vlastnosti je tisecka DFE téznice trojuhelniku BF D, a proto
bod C je diky druhé vlastnosti jeho tézistém.* Piimka BC' tak skutec¢né piuli stranu DF,
jak jsme meéli dokazat.

JINE RESENI. Stejné jako v prvnim feSeni dokdZzeme, ze |AP| = |EP| a Ze bod C
lezi na usecce DE tak, ze |EC| = 2. Protoze PE je stfedni pricka trojihelniku BDF
rovnobézna s jeho stranou DF, stac¢i dokazat, ze primka BC puli tsecku PE. Pak totiz
bude pulit i tsecku DF', nebot trojuhelnik BDF je dvojnasobnym zvétsenim trojihelniku
BPE . **

Oznac¢me proto X prusecik tseéek BC, PE a ukazme, ze skute¢né plati |PX| = |EX].
Jelikoz trojihelnik FCX je podobny trojuhelniku ABX podle véty wu, z rovnosti
|AB| = 3|EC| plyne také |AX| = 3|EX|. Odtud |[AX| = 3|AE| a |[EX| = }|AE]|,
podobné z |AP| = |EP| méme |AP| = 1|AE|, a proto

|PX| =|AX|—|AP| = 3|AE| — }|AE| = 1|AE| = |EX],
tedy |PX| = |EX], jak jsme slibili ukazat.

Za uplné reseni udélte 6 bodu. Netplné postupy hodnotte nasledovneé:

Al. Konstatovani, ze tvrzeni tdlohy bude dokézano, kdyz ukdzZeme, Ze bod C je tézistém trojihel-
niku BDF': 1 bod.

B1. Urceni polohy bodu C na tseéce DE (napriklad rovnosti |CE| = 2): 2 body.

B2. Dikaz poznatku, ze bod F je sttedem usecky BF: 2 body.

B3. Dokonceni dikazu, ze bod C je tézistém trojihelniku BDF: 1 bod.

C1. Dukaz shodnosti trojihelnikit PAB a PED: 1 bod.

C2. Dukaz poznatku, ze ABED je rovnobéznik: 2 body. Je-li tento poznatek pouze konstatovan
(pfipadné oznaden za ziejmy), udélte pouze 1 bod.

D1. Zavedeni pruse¢iku X useéek BC, PE se zdmérem dokdzat rovnost |[PX| = |EX]: 1 bod.

D2. Ditkaz rovnosti |[AX| = 3|EX]|: 1 bod.

D3. Ditkaz rovnosti |[PX| = |[EX]|: 1 bod.

D4. Dokonceni dikazu uzitim odvozeného poznatku, ze primka BC' puli stredni pricku PFE trojuhel-
niku BDF': 1 bod.

Celkem pak udélte maX(Al + Bl + B2+ B3, Al + max(C1,C2) + B2+ B3, B1 + D1+ D2+ D3 + D4)

bodu. Pokud resitel postupuje ndmi neuvedenym zpusobem, hodnotte jeho dil¢i kroky obdobné.

* K tomuto zdvéru jsme tentokrat nevyuzili stfed P strany BD.
** Toto zvétSeni se v geometrii nazyva stejnolehlost se stfedem B a koeficientem 2.

6



73. ROCNIK MO (2023/2024) ITI. KOLO KATEGORIE B

4. Kolika riznymi zpisoby muzeme vyplnit tabulku 2024 x 2024 cisly 0 a 1 tak, aby soucty
cisel v jednotlivych radcich byly navzdjem ruzné a rovnéz soucty cisel v jednotlivych
sloupcich byly navzdjem rizné? (Eliska Macakova)

RESENT. UkéZzeme, Ze hledany pocet je 2-(2024!)2. Kazdou spravné vyplnénou tabulku
budeme déle nazyvat jen ,tabulkou“, vyhodné oznac¢ime n = 2024 a vyresime tlohu pro
tabulku n x n s obecné zvolenym n, kdy pocéet spravnych vyplnéni vyjde 2 - (n!)2.

Protoze soucty ¢isel v fadcich tabulky jsou podle zadani navzajem rizné, chybi mezi
nimi jedina z n 4+ 1 moznych hodnot 0,1, ..., n takovych soucti. Totéz plati i pro soucty
¢isel v jednotlivych sloupcich tabulky. Odtud plyne, ze jak mezi fadkovymi, tak mezi
sloupcovymi soucty je zastoupeno aspon jedno z ¢isel 0 nebo n. Znamena to, ze v tabulce
vzdy najdeme fadek se samymi 0 nebo samymi 1 i takovy sloupec. Zfejmé ovsem nemohou
byt v jednom sméru nékde samé 0 a ve druhém sméru nékde samé 1. Pravé jedno z ¢isel
tak vyplnuje cely tadek i cely sloupec, takze radkové i sloupcové soucty jsou vzdy bud
0,1,...,n— 1, nebo 1,2,...,n. Podle toho vSechny tabulky rozlisime na dva druhy.

Vysvétlime nyni, proc¢ tabulek obou druhti je stejny pocet. Skutecné, pokud v tabulce
jednoho druhu vsSechna ¢isla ,,prevratime” (z O na 1 a z 1 na 0), dostaneme zfejmé tabulku
druhého druhu.* Proto se déle budeme vénovat pouze urceni poc¢tu téch tabulek, jejichz
radkové i sloupcové soucty jsou 0,1,...,n — 1.

Déle ve dvou etapach dokazeme, ze pokud jednotlivé soucty 0,1,...,n — 1 predem
libovolné pritadime jak konkrétnim radkam, tak konkrétnim sloupctim, bude odpovi-
dajici tabulka existovat a navic bude jedina. Protoze pro pritfazeni jednotlivych soucti
0,1,...,n—1 konkrétnim fadkiim i konkrétnim sloupcim mame pravé n!-n! = (n!)? moz-
nosti, pocet tabulek se sou¢ty 0,1,...,n — 1 pak bude roven (n!)2. Jak uz vime, stejny
je i pocet tabulek se soucty 1,2, ...,n. Hledany celkovy pocet tabulek tak bude skutec¢né
roven 2 - (n!)?.

Etapa 1. Predpokladejme nejprve, ze soucty 0,1,...,n — 1 jsou v tomto poradi
predepsany radktm tabulky shora doll a jejim sloupctim zleva doprava. Vysvétlime, proc
pro tento specialni pripad je vyplnéni tabulky jediné mozné a vypada jako na nasledujicim
obrazku.

0
01

S vyplnovanim tabulky zacneme v levém spodnim rohu a budeme postupovat ke
sttedu tabulky ,spirdlovité“ po krocich, které odpovidaji barevné rozlisenym tsektim
vykreslené cary. Tak v prvnim kroku ptijde o ,,okrajova“ pole celé tabulky: sloupec i radek
pro soucet 0 musime vyplnit samymi nulami a poté prazdnych n—1 poli ve sloupci i radku

* Libovolny fadkovy i sloupcovy soucet totiz zméni svou hodnotu s na hodnotu n— s, nebot kazdé zapsané
¢islo ¢ jsme zaménili ¢islem 1 — c.
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pro soucet n — 1 musime vyplnit samymi jednickami. Ve druhém kroku obdobné musime
vyplnit vSechna okrajova pole z dosud nevyplnéného ,zbytku“ tabulky, atd. Nakonec tak
dojdeme k jedinému moznému vyhovujicimu vyplnéni celé tabulky.

Etapa 2. Uvedme nejdiive ziejma pravidla, které budeme v této ¢asti potrebovat: Po-
zménime-li v jakékoli vyplnéné tabulce poradi jejich radki, dojde ke stejné zméné potradi
puvodnich hodnot fadkovych soucti, zatimco sloupcové soucty nezméni ani své hodnoty,
ani své poradi. Analogické pravidlo plati i pro zmény poradi sloupct.

Predpokladejme nyni, ze soucty 0,1,...,n — 1 jsou predepsany jak radkiam tabulky
v libovolném poradi, tak i jejim sloupctim v libovolném potadi. Pak jeji vyhovujici vy-
plnéni dostaneme, kdyz v tabulce vyplnéné jako na obrazku vyse pozménime patficnymi
zpusoby nejprve poradi fadki (pokud je toho vibec zapotiebi) a poté (opét jen v pripadé
nutnosti) i pofadi sloupci. Stejné snadno vysvétlime, pro¢ je takto sestrojené vyhovujici
vyplnéni jediné: Z kazdé vyhovujici tabulky musime opa¢nymi zménami poradi radkt
a sloupcu dostat tabulku z obrazku, nebot ta je, jak uz vime, pro tento specialni pripad
jedind moznd. Tim je potiebné tvrzeni dokazano.

PozNAMKA. Ukazme pro zajimavost, jak lze postup vypliiovani tabulky s fadkovymi
i sloupcovymi soucty 0,1,...,n — 1 v libovolnych dvou poradich formalizovat.

V prvnim kroku uvazime dva radky a dva sloupce tabulky s predepsanymi soucty 0
a n — 1. Radek i sloupec pro soucet 0 musime vyplnit (misto toho déle piseme jen
,vyplnime“) samymi 0 a poté prazdnych n — 1 mist v fadku i sloupci pro soucet n — 1
vyplnime samymi 1. V kazdém dal$im i-tém kroku, dokud 2i < n, predpoklddame, Ze jsou
vyplnény pravé radky a sloupce pro vsechny soucty s < i—1a s > n—1 a pritom v kazdém
ze zbyvajicich n—2i+2 fadki a n—2i+2 sloupcti uz mame 1 —1 krat 0 a t—1 krat 1, a tedy
n — 21 + 2 volnych mist. Nejprve tato mista v radku i sloupci pro soucet ¢ — 1 vyplnime
samymi 0, poté zbyld volnd mista (v poctu n — 2i + 1) v fadku i sloupci pro soucet n — ¢
doplnime samymi 1 (jediné tak v nich doséhneme souctu (i — 1)+ (n —2i + 1) =n — 7).
V pripadé lichého n = 2t + 1 uskuteénime jesté jeden krok s poradovym ¢islem ¢+ 1, kdy
dame 0 na posledni volné misto — to lezi v tadku i sloupci pro soucet t, ve kterych uz je
t krat 0 a t krat 1. Tak dostaneme pozadovanou tabulku n x n pro suda i licha n.

JINE RESENI{. Prvni ¢4st puvodniho YeSeni (o existenci tabulek n x n dvou druht
a rovnosti jejich poc¢ti) opakovat nebudeme. Pouze jinym zpusobem odvodime, ze pro

pocet P(n) vSech tabulek n x n se soucty 0,1,...,n — 1, ktery je jak vime roven poctu
téchto tabulek se soucty 1,2,...,n, plati P(n) = (n!)? pro kazdé n > 1.
Vsechny tabulky n x n s danym n > 1 a soucty 0,1,...,n — 1 rozdélime do n-n = n?

skupin podle toho, ktery radek a ktery sloupec je v tabulce sestaven ze samych 0. Pokud
tento fadek a tento sloupec z tabulky vyskrtneme, zistane ndm tabulka (n—1) x (n —1),

jejiz radkové soucty i sloupcové soucty jsou ¢isla 1,2, ..., n — 1. Naopak z kazdé tabulky
(n—1)x(n—1) se soucty 1,2, ...,n—1, kterych je P(n—1), sestavime n? riiznych tabulek
n x n se soucty 0,1,...,n — 1, kdyz v ni libovolné (pfed prvni fadek, mezi dva sousedni

radky, nebo za posledni fddek) udéldme misto pro novy radek, stejné tak pak udélame
misto pro novy sloupec a nakonec novy radek i sloupec vyplnime samymi 0. Proto pro
kazdé n > 1 plati P(n) = n?P(n — 1), coZ spolu se ziejmou hodnotou P(1) = 1 uz vede
ke vzorci P(n) = (n!)?, ktery jsme slibili odvodit.
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73.

ROCNIK MO (2023/2024) ITI. KOLO KATEGORIE B

Za uplné feseni udélte 6 bodi. Netiplna feseni hodnotte nasledovneé:

Al.

A2.

B1.

B2.

B3.
CI.

C2.

D1.

El.

Hypotéza, ze tfadkové i sloupcové soucty vyplnéné tabulky tvoii stejnou skupinu cisel, a to bud
0,1,...,2023, nebo 1,2,...,2024: 1 bod.

Diikaz hypotézy z Al: 1 bod.

Pritom ani poznatek, ze fadkové i sloupcové soucty tvori stejnou skupinu Cisel, nelze povazovat za
ziejmy a musi byt zdtivodnén, nejspiSe tivahou o dvojim séitan{ vSech ¢isel tabulky (po fadcich a po
sloupcich).

Uréeni poé¢tu moznych rozmisténi fadkovych a sloupcovych souctt (pro jeden ze dvou druhi tabulek):
1 bod.

Hypotéza, ze jakékoli konkretizace jednotlivych fadkovych a sloupcovych souc¢ti vzdy urcuje prave
jednu tabulku: 1 bod.

Dukaz hypotézy z B2: 1 bod.

Zduvodnéni, pro¢ pro jedno feSitelem vybrané rozlozeni fadkovych a sloupcovych soucti existuje
pravé jedno vyplnéni tabulky: 1 bod.

Zduvodneéni, pro¢ z jedné tabulky z C1 lze dostat permutacemi Ffadka a sloupcu vSechny tabulky
jednoho druhu: 1 bod.

Odvozeni vztaht mezi pocty tabulek n X n pro riznd n (tabulek at uz jednoho, ¢ obou moZnych
druhti dohromady), které umoznuji rekurentni vypocet vysledku: 3 body.

Uvedeni spravného vysledku: 1 bod.

Celkem pak udélte Al + A2 + max(B1 + B2 + B3,C1 + C2 + B1, D1) 4+ E1 bodu. P¥i spravném

postupu i vysledku s mensimi argumentac¢nimi nedostatky udélte 5 bodu, stejné jako pri jinak spravném
postupu s numerickou chybou. Postupuje-li resitel naAmi neuvedenym zpusobem, hodnotte jeho dil¢i kroky
obdobné.



