73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

V loniském roce bylo v nasem skautském oddile o 30 chlapcti vice nez dévcat. Letos se
pocet déti v oddile zvétsil o 10 %, ptric¢emz pocet chlapci se zvétsil o 5 % a pocet dévcat se
zvétsil o 20 %.

Kolik déti mame letos v oddile? (L. Hozova)

Mozné fesSeni. Jak pocty déti, tak jejich letosni pfiristky jsou vyjadieny prirozenymi
¢isly. Vzhledem k tomu, ze 10% = 10/100 = 1/10, musel byt ptivodni pocet vsech déti
nasobkem 10. Podobné plati, Ze pivodni pocet chlapci byl nasobkem 20, nebof 5% =
= 5/100 = 1/20, a ptvodni pocet dévcat byl nasobkem 5, nebot 20 % = 20/100 = 1/5.

Protoze chlapcii bylo o 30 vice nez dévéat, nejmensi mozné ptivodni pocty byly nésle-
dujici (ch, resp. d zna¢i puvodni pocet chlapci, resp. dévéat):

ch 40 60 80 100 120
d 10 30 50 70 90

ch+d 50 90 130 170 210

Po zapocitani letosnich priristkd dostavame nasledujici prehled:

1,05¢ch 42 63 84 105 126

1,2d 12 36 60 84 108

1,05ch + 1,2d 54 99 144 189 234

1,1(ch + d) 55 | 99 | 143 | 187 | 231

Soucet novych pocti chlapct a divek je roven ptvodnimu souc¢tu zvétSenému o 10 %
pravé ve druhém pripade; se zvétsujicimi se ¢isly se rozdil mezi témito dvéma hodnotami
jenom zvétsuje. Letos je ve skautském oddile 99 déti.

Poznamka. Problém lze zapsat pomoci rovnice
1,05ch 4+ 1,2d = 1,1(ch + d),
kde ch = d + 30. Po dosazeni a upravach dostavame:

2,25d + 31,5 = 2,2d + 33,
0,05d = 1,5,
d = 30,

coz odpovida druhému z vyse uvedenych pripadii.
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Z8-1-2

Adam mél papir, ktery byl natolik veliky, Ze by z néj slo natrhat nékolik desitek tisic
kouskt. Nejprve papir roztrhal na ¢tyfi kousky. Kazdy z téchto kouskt vzal a roztrhal bud
na Ctyfi, nebo na deset kouski. Stejnym zptisobem pokracoval dal: kazdy nové vznikly
kousek roztrhal bud na ¢ty¥i, nebo na deset mensich kouskii.

Rozhodnéte a vysvétlete, zda mize Adam timto zptisobem natrhat ptresné 20000
kousk. (1. Jancigova)

Mozné feSeni. Po prvnim trhani mél Adam 4 = 2 - 2 kousky papiru. V kazdém dalsim
kroku trhal kazdy kousek bud na 4 = 2 -2, nebo na 10 = 2 - 5 mensich kouskt. Tedy po
kazdém trhani obsahoval prvociselny rozklad aktualniho poctu kouskt pouze ¢isla 2 a 5.
Zastoupeni téchto dvou prvocisel v rozkladu miize byt rozmanité, avsak ne libovolné. Jisté
obsahuje alespon dvé 2 (z prvniho trhani) a ke kazdé 5 pfislusi jedna 2 (z trhani na 10
kouskll). Zejména rozdil po¢tu 5 a poc¢tu 2 je sudé ¢islo (jez je dvojnasobkem poctu trhani
na 4 kousky).

Prvociselny rozklad ¢isla 20 000 vypadéa nasledovné:

20000 =2-10000 = 2-10* = 2° . 5%,

V rozkladu je pocet 2 o jednu vétsi nez pocet 5. Tedy Adam nemohl natrhat 20 000 kouskii.

Jiné reseni. Kdyz Adam roztrha néjaky kousek na 4 mensi kousky, celkovy pocet kouskiu
se zvetsi o 3. Kdyz Adam roztrha néjaky kousek na 10 mensich kousku, celkovy pocet
kouski se zvétsi 0 9. Zejména plati, ze pocet kouskli po kazdém trhani dava stejny zbytek
po déleni tfemi. Na zacatku mél Adam jeden kus papiru, tedy po kazdém trhani byl zbytek
po déleni aktualniho poctu kouskt tfemi roven 1.

Avsak zbytek po déleni 20000 : 3 je roven 2 (nejblizsi ¢islo délitelné 3 je 20001). Tedy
Adam nemohl natrhat 20 000 kouskii.

Z8-1-3

Ve sportovnim arealu tvorila stanovisté A, B, C, D, E vrcholy pravidelného pétitthel-
niku. Tato stanovisté byla pospojovana pfimymi cestami. Navic na cesté z A do B byla
fontana F', kterou se stanovistém C' spojovala cesta kolma k cesté z B do E. Pat a Mat se
sesli na stanovisti £ a rozhodli se zamést nékteré cesty. Pat zametl cestu z £ do B. Mat
zametl cestu z E do A a jesté z A do F.

Urcete rozdil tsekii zametenych Patem a Matem. (L. Hozova)

Mozné feSeni. Doplnime prusec¢ik pfimek C'F a AF, ktery oznac¢ime G:
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V pravidelném pétithelniku jsou vSechny strany navzajem shodné a stejné tak vSechny
uhlopricky. Tedy Patova cesta EB je shodnd s thlopiickou EC. Postupné ukazeme, ze
usecka EC je shodna s EG a ze tsecka AF je shodna s AG. K témto tvrzenim se dopracu-
jeme porovnanim nékolika whli, které si oznacime podle nésledujiciho obrazku. V tomto
znaceni zohlednujeme, ze trojuhelniky BAE a BEC jsou rovnoramenné, tedy ze uhly
u jejich zakladen jsou shodné:

D

Pétithelnik sestava ze tii trojihelniki, tedy soucet velikosti vnitinich hla pétithel-
niku je 3 - 180° = 540°. Pravidelny pétithelnik mé vSechny vnitini thly shodné, tedy
velikost vnitiniho thlu pravidelného pétiuhelniku je 540° : 5 = 108°. V nasem znaceni tak
dostavame

a=p+~v=108°.

Soucet thlt v trojuhelniku BAFE je o + 25 = 180°, tedy

B = - (180° — 108°) = 36°.

DO |

23



Odtud a z predchoziho vyjadireni dostavame
~v =108° — 36° = 72°.
Soucet thlt v trojihelniku BEC' je 2v 4 § = 180°, tedy
d=180° —2-72° = 36°.

Z uvedeného zejména vyplyva, ze thly BEC a BEG jsou shodné. Navic tsecky CG
a /B jsou podle zadani kolmé, tedy trojihelnik C' EG je rovnoramenny s hlavnim vrcholem
E. Odtud vyplyva, ze tsecky EC a EG jsou shodné a stejné tak thly u zakladny CG.

Pravidelny pétithelnik je soumérny (mimo jiné) podle osy tsecky AB, tedy tsecky AB
a FC jsou rovnobézné. Souhlasné ihly ECG a AFG jsou shodné, proto také trojuhelnik
FAG je rovnoramenny s hlavnim vrcholem A. Odtud vyplyva, ze tsecky AF a AG jsou
shodné.

Dohromady dostavame

|EA| + |AF| = |FA|+|AG| = |[EG| = |EC| = |EB|,
tedy Mat a Pat zametli stejné dlouhé useky.

D

Poznamka. Pravidelnému pétithelniku 1ze vzdy opsat kruznici. Vzhledem k této kruznici
jsou uhly BEC a BEA obvodovymi thly, které pfislusi navzajem shodnym tétivam BC'
a BA, a proto jsou shodné. Tento (nesamoziejmy) poznatek muze vyznamné zkratit ar-
gumentaci v predchozim feSeni. Navic obvodovy thel je polovinou thlu stredového, ktery
je v nasem ptipadé roven 360° : 5 = 72°. Vzhledem k predchozimu znaceni tedy vskutku
plati § =4 = 72° : 2 = 36°.
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Z8-1-4
Hynek napsal nasledujici priklad s péti zahadnymi sc¢itanci:

Q + #H + xxx + &&&&e + $$588 = 7

Prozradil, ze znaky @, #, *, &, $ predstavuji navzajem ruzné cislice 1, 2, 3, 4, 5 a ze
vysledny soucet je délitelny jedenacti.
Které nejmensi a které nejvétsi ¢islo mize byt vysledkem Hynkova prikladu?
(E. Novotnd)

MozZné reseni. Hynkuv priklad mizeme prepsat jako
Q4+11-#+111-x+1111- &+ 11111-$ =7

Druhy a ¢tvrty séitanec je délitelny 11. Koeficient 111 u tfetiho s¢itance a 11111 u patého
s¢itance dava po déleni 11 zbytek 1. Tedy ptivodni soucet je délitelny 11, prave kdyz soucet
Q@ + % + § je délitelny 11.

Z dostupnych ¢isel 1ze ¢islo 11 (éi jeho nésobek) vyjadrit jediné jako 2 + 4 + 5. Tedy
znaky @, x, $ predstavuji ¢isla 2, 4, 5 v néjakém poradi. Na znaky # a & zbyvaji ¢isla 1
a 3 v néjakém poradi.

Nejmensi soucet dostaneme, pokud znakim $, &, *, #, @ po fadé pfifadime nejmensi
mozné ¢isla v rdmci predchozich omezeni:

5+ 33+ 444 + 1111 + 22222 = 23 815. (1)

Nejvétsi soucet dostaneme, pokud znaktim $, &, *, #, @Q po fadé prifadime nejvétsi mozna
¢isla v ramci predchozich omezeni:

2+ 11 + 444 + 3333 + 55555 = 59 345. (2)
Vysledkem Hynkova piikladu mtize byt nejméné 23 815 a nejvyse 59 345.

25



Poznamka. Pocet moznosti, jak péti znakim priradit pét ¢islic, je 5-4-3-2-1 = 120. I bez
uvodnich postiehtl 1ze urc¢it nejmensi a nejvétsi soucet, aniz by se musely probirat vsechny
moznosti. Napf. nejvétsi mozny soucet, ktery lze z danych cislic obdrzet bez naroku na
délitelnost 11, odpovida piifazeni $§ = 5, & = 4, x = 3, # = 2, @Q = 1, coz zkracené
zapiSeme jako (5,4, 3,2,1). Mozné soucty sestupné odpovidaji pfitazenim

(5,4,3,2,1), (5,4,3,1,2), (5,4,2,3,1), (5,4,2,1,3), (5,4,1,3,2), (5,4,1,2,3),

(5,3,4,2,1), (5,3,4,1,2), (5,3,2,4,1), (5,3,2,1,4),
Postupnym vypoctem odpovidajicich sou¢ti a ovérenim jejich délitelnosti 11 lze odhalit
nejvétsi vyhovujici moznost. Reseni (2) odpovida 8. moznosti v této posloupnosti.

Pti hledani nejmensiho mozného Hynkova souctu lze postupovat obdobné, pocinaje

piitazenim (1,2,3,4,5). ReSeni (1) odpovid4 27. moznosti v piislusné posloupnosti.

Z8-1-5

Trojthelnik ABC' je rozdélen tiseckami jako na obrazku. Usecky DE a AB jsou rov-
nobézné. Trojthelniky CDH, CHI, CIE, FIH maji stejny obsah, a to 8 dm?.

Urcete obsah ¢tyfthelniku AFHD. (E. Semerddovad)
C
D H 1 E
A F G B

Mozné tfesSeni. Trojuhelniky CDH a C'HI maji spole¢nou stranu C H, tedy maji stejnou
vysku ze spole¢ného vrcholu C. Tyto trojuhelniky maji stejny obsah, tedy tsecky DH a HI
jsou shodné. Trojuhelniky CHI a F'I H maji spolecnou stranu H I, tedy maji stejnou vysku
ze spole¢ného vrcholu I. Tyto trojuhelniky maji stejny obsah, tedy usecky CH a HF jsou
shodné.

Predchozi zavéry znamenaji, ze H je stiredem tsecek DI a C'F, coz jsou uhlopricky
¢tyruhelniku CDF'I. Tento ¢tyiuhelnik je tedy rovnobéznikem, ktery je thloptickami roz-
délen na ¢tyfi trojuhelniky se stejnym obsahem. Obsah rovnobézniku CDFI je tedy roven
¢tyfnasobku obsahu trojihelniku CDH.

Zejména plati, ze ptimky AC a F'I jsou rovnobézné, tedy také ctyiuhelnik AFID je
rovnobéznikem. Tento rovnobéznik ma s rovnobéznikem C'DF' I spolecny trojuhelnik DFI,
ktery tvofi polovinu jak prvniho, tak druhého rovnobézniku. Obsah rovnobézniku AFID
je tedy stejny jako obsah rovnobézniku CDFI.

Obsah ¢tyftahelniku AFH D muzeme vyjadrit takto:

Sarup = Sarip — Srin =
= Scprr — Scpu =
=4- SC’DH — SCDH =3-8=24 (dm2)
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Poznamky. Ctyithelnik AFHD je vlastné lichobé&znikem. Body B a E nehraji pii feseni
ulohy zadnou roli. Z itvodnich postiehti vyplyva nékolik dalsich skutecnosti, které lze pouzit
pri feseni ulohy:

Usecky DI, IF a FD jsou stfednimi piickami trojihelniku AGC, a ty rozdéluji tento
trojuhelnik na ¢tyri shodné trojuhelniky. Obsah kazdého z téchto trojuhelnikii je roven
dvojnasobku obsahu referen¢niho trojuhelniku CDH (na obrazku vyznaceno jako S). Tedy
Sarap =3-ScpH-

C
; %j
S /S
25 28
A F G
Trojahelniky CDH a C AF jsou podobné s koeficientem 2. Obsah trojihelniku CAF je

proto ¢tyfnasobkem obsahu trojuhelniku CDH. Tedy Sarpgp = Scar—Scpy = 3-Scpm.

Z8-1-6
Adam vepsal do tabulky 3 x 3 ¢isla od 1 po 9 jako na obrazku:

7 6 4
1 2 8
9 3 5

Pro toto vyplnéni plati, ze soucet ¢isel tii policek podél kazdé strany je stale stejny. Adam
zjistil, ze c¢isla do tabulky lze vyplnit i jinak, aniz by pokazil vlastnost se stejnymi soucty
podél stran.

Jakou nejmensi hodnotu miiZze mit tento soucet? Uvedte priklad tabulky s nejmensim
souctem podél stran a vysvétlete, pro¢ mensi byt nemiize. (J. Tkadlec)
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MozZné Feseni. Vzhledem k tomu, Ze kazdé rohové policko vystupuje ve dvou souctech,
snazime se do téchto policek umistit nejmensi mozna cisla a néjak doplnit zbytek. Po chvili
zkousSeni 1ze odhalit napt. nasledujici vyplnéni, v némz je soucet cisel podél kazdé strany
roven 12:

1 9 2
8 7 6
3 5 4

Vyplnéni s mensimi soucty se najit nedafi, a to proto, ze to neni mozné. Nejmensi
mozny soucet podél strany se sc¢itancem 9 je 1 + 2 + 9 = 12. Tedy c¢islo 9 by muselo
byt uprostied tabulky a zbyla ¢isla podél stran. Nejmensi mozny soucet podél strany se
sC¢itancem 8 je 1 4+ 2 4+ 8 = 11. Tedy mensiho souctu dosdhnout nelze a premyslime nad
doplnénim tabulky, podél jejiz jedné strany jsou cisla 1, 2 a 8. Podél protilehlé strany by
byla tti ze zbyvajicich péti ¢isel. Nejmensi mozna c¢isla jsou 3, 4 a 5, jejichz soucet je vSak
34445 =12 a nikoli 11.

Nejmensi mozna hodnota souc¢tu v Adamové tabulce je 12.

Poznamka. Kazdé ze ¢tyt rohovych policek prispiva do dvou soucti, kazdé ze zbylych
CtyT policek podél stran prispiva do jednoho souc¢tu. Tedy soucet vSech ¢tyr soucti podél
stran je alespon
2-(14+24+34+4)+(5+6+7+8)=46.

Pozadavek rovnosti souctti podél stran znamena, ze predchozi soucet by musel byt délitelny
¢tyrmi. Nejblizsi vétsi cislo délitelné ctyfmi je 48. Tedy nejmensi mozné hodnota souctu
v Adamové tabulce je 48 : 4 = 12. VySe uvedena tabulka ukazuje, ze takové vyplnéni je
mozné.
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