73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z7

727-1-1

Ajka, Barborka, Cilka a Danek se dohadovali o poc¢tu zrnek pisku na jejich pisko-
visti. Danek sdélil kamaradkam svij odhad a ty se jej rozhodly ovérit. Ajka napocitala
873451230, Barborka 873451227 a Cilka 873451213 zrnek. Soucet (kladnych) rozdila
téchto tri vysledkti od Dankova odhadu byl 29.

Kolik zrnek pisku mohl odhadovat Danek? Uvedte vSechny moznosti. (V. Bachratad)

Mozné feSeni. Nejméné zrnek napocitala Cilka, nejvice Ajka. Rozdil vysledka Cilky
a Barborky je 14, rozdil vysledki Barborky a Ajky je 3, rozdil vysledku Cilky a Ajky je 17.
Pokud by Dankiiv odhad souhlasil s nékterym z téchto tii vysledkii, potom by zminovany
soucet rozdili byl urcen pouze dvéma scitanci:

e Pokud by Danktv odhad souhlasil s vysledkem Cilky, potom by soucet rozdild od
zbylych vysledkt byl 14 + 17 = 31.
e Pokud by Danktiv odhad souhlasil s vysledkem Barborky, potom by soucet rozdili od
zbylych vysledkt byl 14 + 3 = 17.
e Pokud by Danktv odhad souhlasil s vysledkem Ajky, potom by soucet rozdild od
zbylych vysledkt byl 17 + 3 = 20.
Pro jiné hodnoty Dankova odhadu plati:

e Pokud by Dankiv odhad byl mensi nez vysledek Cilky, potom by soucet rozdili od
vSech vysledkt byl vétsi nez 31.
e Pokud by Danktv odhad byl mezi vysledky Cilky a Barborky, potom by soucet rozdilt
od vsech vysledkt byl mezi 31 a 17.
e Pokud by Danktv odhad byl mezi vysledky Barborky a Ajky, potom by soucet rozdili
od vsech vysledki byl mezi 17 a 20.
e Pokud by Dankiv odhad byl vétsi nez vysledek Ajky, potom by soucet rozdili od
vsech vysledkt byl vétsi nez 20.
Tedy Danktv odhad mohl byt mezi vysledky Cilky a Barborky, nebo byt vétsi nez vysledek
Ajky. Postupnym zkouSenim v ramci téchto omezeni odhalime nasledujici dvé moznosti:
e Pokud by Danktiv odhad byl 873451215, potom by soucet rozdili od vysledki tii
kamaradek byl 2 + 12 + 15 = 29.
e Pokud by Danktv odhad byl 873451233, potom by soucet rozdili od vysledkt tii
kamaradek byl 20 + 6 + 3 = 29.

Danek odhadoval pocet zrnek v piskovisti bud na 873451 215, nebo 873 451 233.

Poznamka. Pro uplnost dopliujeme nékolik dalsich hodnot v ramci danych omezeni
(v Dankové odhadu piSeme jen posledni dvojéisli):

Danktv odhad <13 18 14 15 16 17

soucet rozdilt > 31 31 30 29 28 27
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26 27 28 29 30 31 32 33 > 33

18 17 18 19 20 23 26 29 > 29

Predchozi zkousSeni lze nahradit nékolika vypocty. Napi. za predpokladu, ze Dankiv
odhad je mezi vysledky Cilky a Barborky, je soucet rozdili od vysledkt t¥i kamaradek
roven

(d—13)+(27—d) + (30 — d) = 44 — d,
kde d je posledni dvojcisli Dankova odhadu. Tento soucet je roven 29 pravé tehdy, kdyz
d = 15, coz odpovida jedné z uvedenych moznosti.
27-1-2

Pan Delfin a pan Zralok byli zdatni rybaii. Jednou dohromady ulovili 70 ryb. Pét
devitin ryb, které ulovil pan Delfin, byli pstruzi. Dvé sedmnéactiny ryb, které ulovil pan

Zralok, byli kapfi.
Kolik ryb ulovil pan Delfin? (L. Hozova)

MozZné feseni. Pocet ryb, které ulovil pan Delfin, byl nasobkem 9 a neptresahoval 70. Pan
Delfin tedy mohl ulovit

9, 18, 27, 36, 45, 54, 63

ryb. Pocet ryb, které ulovil pan Zralok, byl nisobkem 17 a nepiesahoval 70. Pan Zralok
tedy mohl ulovit
17, 34, 51, 68

ryb. Dohromady ulovili 70 ryb, coz lze z uvedenych c¢isel vyjadrit jediné jako
70 = 36 + 34.

Pan Delfin ulovil 36 ryb.

Poznamka. K predchozimu vysledku neni nutno zkouset vSechny mozné soucty (kterych
je 7-4 = 28). Stadi probrat ¢tyfi mozné pocty ryb pana Zraloka, zjistit, kolik ryb by
odpovidalo panu Delfinovi (rozdil od 70) a ovéfit, zda je tento pocet délitelny 9:

9(d? ne ano ne ne
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Z7-1-3
Myslim si tfi ¢isla. Kdyz je sectu, dostanu 15. Kdyz od souctu prvnich dvou ¢isel

odectu treti, dostanu 10. Kdyz od souctu prvniho a tfetiho c¢isla odectu druhé, dostanu 8.
Kterd ¢isla si myslim? (E. Semerdadovd)

MozZné reseni. Uvazme soucet prvnich dvou ¢isel. Pokud k tomuto souctu pficte Eva
(autorka tlohy) tteti ¢islo, dostane 15, pokud totéz ¢islo odecte, dostane 10. Rozdil 15 —
— 10 = 5 tedy odpovida dvojnasobku tretiho ¢isla. Tedy tieti ¢islo je 5 : 2 = 2,5.

Uvazme soucet prvniho a tretiho cisla. Pokud k tomuto souctu Eva pricte druhé
¢islo, dostane 15, pokud totéz cislo odecte, dostane 8. Rozdil 15 — 8 = 7 tedy odpovida
dvojnasobku druhého cisla. Tedy druhé ¢islo je 7: 2 = 3,5.

Soucet vsech tii ¢isel je 15. Tedy prvni cislo je 15 — 2,5 — 3,5 = 9.

Eva si mysli ¢isla 9, 3,5 a 2,5.

Poznamka. Ulohu lze vyjadfit pomoci soustavy rovnic
a+b+c=15 a+b—c=10, a—b+c=38,
kde a, b a ¢ znac¢i po fadé prvni, druhé a treti ¢islo. Predchozi tvahy lze zapsat nasledovné:

2c=(a+b+c)—(a+b—c)=15—-10=5, tedy c=2,5,
2b=(a+b+c)—(a—b+c)=15—-8=7, tedy b=3,5,
a=(a+b+c)—b—c=15-25-35=09.

Z7-1-4

Anetcin stryc ma narozeniny ve stejny den v roce jako Anetéina teta. Stryc je starsi
nez teta, ne vsak o vic nez o deset let, a oba jsou plnoleti. Na posledni oslavé jejich
narozenin si Anetka uvédomila, Ze kdyZ vynasobi jejich oslavované véky a vysledny soucin
jesté vynasobi poctem psti, ktefi se na oslavé sesli, dostane cislo 2024.

Kolik psti mohlo byt na této oslavé? Urcete vsechny moznosti. (M. Petrovad)

Mozné feseni. Cislo 2024 potfebujeme vyjadiit jako soucin ti{ piirozenych éisel, z nichz
dvé jsou vétsi nebo rovna 18 a lisi se nejvyse o 10. Vyhovujici moznosti probereme na
zakladé prvociselného rozkladu ¢isla 2024, ktery vypada nasledovné:

2024 =2-2-2-11-23.

Prvocisla 11 a 23 patii k vékum tety a stryce, navic kazdé nékomu jinému; pokud by
tomu tak nebylo, pak by z danych prvocisel nebylo mozné vytvorit dva Cinitele vétsi nez
18. Navic zaddny z vékd nemtze byt veétsi nez 2 - 23 = 46 let; nejblizsi vyssi mozny vek je
2-2-23 =92 let a v takovém pripadé by z danych prvocisel nebylo mozné vytvorit ¢initele,
ktery by se od 92 lisil nejvyse o 10. Tedy staci probrat nasledujici moznosti:

e Pokud by teté nebo stryci bylo 23 let, potom by druhému muselo byt mezi 18 a 33
lety. Z moznych ¢initeli tomuto omezeni vyhovuje pouze 2-11 = 22. Tedy teté mohlo
byt 22 a stryci 23 let. V tomto ptripadé by na oslavé byli 2 -2 = 4 psi.

17



e Pokud by teté nebo stryci bylo 2 - 23 = 46 let, potom by druhému muselo byt mezi
36 a 56 lety. Z moznych cinitelti tomuto omezeni vyhovuje pouze 2 -2 - 11 = 44. Tedy
teté mohlo byt 44 a stryci 46 let. V tomto pripadé by na oslaveé byl 1 pes.

Na oslavé byl bud jeden pes, nebo ¢tyfi psi.

Poznamka. Soucin véku tety a stryce byl vétsi nez 18 - 18 = 324. Tedy pocet psu na
oslavé byl roven nanejvys celé c¢asti podilu 2024 : 324, coz je 6. Z danych prvocisel je
mozné sestavit pouze ¢isla 1, 2 a 4. Rozbor moznosti lze zalozit na téchto trech ptripadech:
e Pripady s 1 nebo se 4 psy mozné jsou, viz predchozi feSeni.
e Piipad se 2 psy mozny neni. Soucin véku tety a stryce by byl 2-2-11 - 23, coz lze
jako souc¢in dvou ¢initeltl vétsich nez 18 vyjadrit bud 22 - 46, nebo 44 - 23. V obou
rozkladech vsak je rozdil ¢initelt vétsi nez 10.

Z7-1-5
Pravouhly trojihelnik ma obsah 36 m?. V ném je umistén étverec tak, ze dvé strany
¢tverce jsou castmi dvou stran trojihelniku a jeden vrchol ¢tverce je ve tretiné nejdelsi

strany.
Urcete obsah tohoto ¢tverce. (E. Novotnd)

MozZné Feseni. Jediné mozné umisténi ¢tverce v ramci trojihelniku je jako na néasledu-
jicim obrazku. Dodatecné déleni stran na tretiny a spojeni odpovidajicich bodt prickami
rozdéli dany trojuhelnik na 9 shodnych trojahelnicki:

Ctverec sestava ze ¢tyi trojthelnicki, tedy pomér obsahu étverce a daného trojthel-
niku je 4 : 9. Trojthelnik ma obsah 36 cm?, tedy obsah é&tverce je

4
5-36:4-4:16(cm2).

Poznamky. Obsah pravothlého trojihelniku je polovinou obsahu doplnéného obdélniku.
Predchozi myslenku s tretinovym délenim lze rozvijet také podle nasledujiciho obrazku:
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7 uvedeného mj. vyplyva, ze odvésny daného trojuhelniku jsou v poméru 1 : 2.
V ramci daného trojuahelniku lze objevit n€kolik navzajem podobnych trojuhelniki.
Také tento postieh lze vyuzit k feseni tlohy.

Z7-1-6

Trpaslici pocitaji svoje véky ve dnech, takze kazdy den slavi narozeniny. U trpaslika
Nosika se seslo sedm trpaslikti s véky 105, 120, 140, 168, 210, 280 a 420 dnii. Béhem oslavy
se vSsem osmi trpaslikiim podafilo rozdélit do dvou skupin se stejnymi soucty véki.

Kolik nejméné a kolik nejvice dntt mohlo byt trpaslikovi Nosikovi? (E. Novotnd)

MozZné reSeni. Soucet véku sedmi trpasliki, ktefi prisli Nosika navstivit, je 1443 dnu.
Pokud by trpaslici byli rozdéleni tak, ze v jedné skupiné je sém Nosik a ve druhé skupiné
vSichni ostatni, pak by Nosikovi bylo 1443 dnti. Vic dntt Nosikovi byt nemiize.

Soucet vekt sedmi trpasliki, ktefi prisli Nosika navstivit, tvori lichy pocet dnt. Aby
soucet vékl vsech osmi trpasliki byl délitelny dvéma, musel byt Nosiktiv pocet dni také
lichy. Aby bylo mozné rozdélit trpasliky do dvou skupin se stejnymi véky, musi jit ze sedmi
znamych véki vyjadrit jak polovinu souctu vsech, tak polovinu tohoto souctu bez véku
Nosika. Postupné vzestupné probereme moznosti, dokud nenajdeme vyhovujici. V nasle-
dujici tabulce zna¢i N vék Nosika a S soucet vekl vSech osmi trpaslikii. Rozhodovani na
poslednim radku je vysvétleno nize:

N 1 3 5 7 9 11 13
S 1444 1446 1448 1450 1452 1454 1456
%S 722 723 724 725 726 727 728
%S - 721 720 719 718 717 716 715
? ¢ s ¢ s ¢ ¢ OK

Kromé dvou trpaslikii, kteri prisli Nosika navstivit, jsou véky vSech ostatnich délitelné
10. Tyto dva vyjimecné véky konci ¢islicemi 5 a 8. Ze sedmi zndmych vekt trpasliki tedy
lze vyjadrit pouze soucty koncici ¢éislicemi 0, 5, 8 a 3 (podle toho, zda je zahrnuto zadné,
jedno ¢i obé zminovana ¢isla). Tento postieh vylu¢uje moznosti odpovidajici N =1, 5, 9,
11 (a mnohé dalsi). Probereme ostatni moznosti:

e V ptipadé N = 3 by v souctu %S = 723 musela byt zahrnuta obé cisla 105 a 168:
723 = 105 + 168 + 450.
Scitanec 450 by musel jit vyjadrit pomoci ¢isel 120, 140, 210, 280 a 420. Postupnym
zkouSenim (napft. od nejvétsiho z dostupnych ¢isel) zjistujeme, Ze to neni mozné.
e V piipadé N = 7 by v souctu %S — N = 718 muselo byt zahrnuto ¢islo 168:

718 = 168 + 550.
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Scitanec 550 by musel jit vyjadrit pomoci ¢isel 120, 140, 210, 280 a 420. Postupnym
zkouSenim (napft. od nejvétsiho z dostupnych ¢isel) zjistujeme, Ze to neni mozné.
e V pripadé N = 13 by v souctu %S = 728 muselo byt zahrnuto ¢islo 168:

728 = 168 + 560.

Scitanec 560 by musel jit vyjadrit pomoci ¢isel 120, 140, 210, 280 a 420. ZkousSenim
zjistujeme 560 = 140 + 420, tedy jsme nasli nejmensi vyhovujici Feseni.

Nosik mohl mit nejméné 13 a nejvice 1443 dnt.

Poznamky. Rozdéleni do skupin s 13dennim Nosikem (tj. rozdéleni odpovidajici souc¢tu
%S = 728) vypadalo takto:

140 + 168 + 420 = 13 + 105 + 120 + 210 + 280.

V pripadech N = 3, resp. 7 je mozné se zaméiit na druhy z diskutovanych souctt
(tedy 720, resp. 725), ktery taktéz z dostupnych ¢isel vyjadiit nelze.

Ve vylucovani moznosti lze pouzit dalsi vlastnosti danych ¢isel. Napf. nemoznost vyja-
dfeni ¢isla 450 v piipadé N = 3 lze zdtivodnit nasledovné. Cislo 450 je délitelné 10, ale neni
délitelné 20. Z dostupnych ¢isel ma stejnou vlastnost pouze ¢islo 210, tedy ve vyjadieni
450 musi byt zahrnuto:

450 = 210 + 240.

Scitanec 240 by musel jit vyjadiit pomoci zbylych ¢isel 120, 140, 280 a 420. Protoze cisla
280 a 420 jsou vétsi nez 240, pripada v tivahu pouze soucet 120 + 140. Ten je vsak také
vetsi nez 240, takze vyjadieni 450 neni mozné.
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