73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Kamaradi Jarda, Pfemek a Robin hrali kulicky. Jardovi se moc nedatilo, takze po
hife mél nejméné kulicek ze vSech. Klukim to bylo lito, proto dal Robin Jardovi polovinu
vSech svych kulicek a Pfemek tfetinu svych. Ted mél nejvic kulicek Jarda, a tak svym
kamaradim vratil po sedmi kulickach. Po téchto vyménach méli vSichni stejné, a to 25
kulicek.

Kolik kuli¢ek mél po hie (pfed vyménami) Jarda? (M. Petrovad)

Mozné ieSeni. Ulohu miizeme s vyhodou fesit odzadu:

e Pred druhym (poslednim) kolem vymeén méli Pfemek a Robin o sedm kuli¢ek méné,
zatimco Jarda o 14 kulicek vice. Tedy Premek a Robin méli 25 — 7 = 18 kulicek,
zatimco Jarda jich mél 25 + 14 = 39.

e Pfed prvnim kolem vymén mél Robin dvojnésobek kuli¢ek (polovinu dal Jardovi,
zbyla mu polovina) a Pfemek t¥i poloviny kuli¢ek (t¥etinu dal Jardovi, zbyly mu dvé
tretiny). Tedy Robin mél 2 - 18 = 36 kulicek a Pfemek % - 18 = 27 kulicek.

e Béhem prerozdélovani byl celkovy pocet kulicek stéale stejny. Soucet po druhém, resp.
prvnim kole vymeén byl 25+ 25425 = 18 +- 18 + 39 = 75 kulicek. Pred prvni vyménou
(po hie) mél Robin 36 a Pfemek 27 kuli¢ek. Tedy po hie mél Jarda

75 — 36 — 27 = 12 kulicek.

Poznamka. Znéazornéni piedchozich vah, ptip. kontrola vysledkia muze vypadat takto:

stavy Robin Premek Jarda vymény
po 2. kole vymén 25 25 25
™7 17 Jarda Premkovi
™7 7 Jarda Robinovi
po 1. kole vymén 18 18 39
418 1718 Robin Jardovi
+9 79 Premek Jardovi
po hie 36 27 12




Z6-1-2

Karolina narysovala ¢tverec o strané 6 cm. Na kazdé strané ¢tverce vyznacila modrou
barvou dva body, kterymi rozdélila ptislusnou stranu na tii shodné casti. Potom sestrojila
¢tytuhelnik, ktery mél vsechny vrcholy modré a jehoz zadné dva vrcholy nelezely na stejné
strané Ctverce.

Jaké obsahy ¢tyfthelnikt mohla Karolina dostat? Uvedte vSechny moznosti.
(L. Hozova)

Mo#né feseni. Ctyithelniky s riiznymi obsahy Ize rozli§it nasledovné:
a) Néktera thlopticka ¢tyituhelniku je rovnobézna se stranou ¢tverce. Ozna¢me vrcholy
¢tverce a ctyruhelniku tak, ze tthlopticka LN je rovnobézna se stranami AB a C'D:

D M ¢
N L7
A K B

Obsah trojuhelniku LN K je polovinou obsahu obdélniku LN AB, obsah trojihelniku
LN M je polovinou obsahu obdélniku LN DC'. Trojihelniky LNK a LN M tvoii dohro-
mady cely ¢tytuhelnik, obdélniky LNAB a LN DC' tvoii dohromady dany ¢tverec. Obsah
¢tverce je 6 - 6 = 36 (cm?), obsah étyithelniku KLMN je poloviéni:

36 :2 = 18 (cm?).

Neni podstatné, zda rovnobézné tisecky uvazujeme vodorovné nebo svisle. Také umisténi
bodi K a M na stranach c¢tverce nehraje v predchozi iivaze zadnou podstatnou roli.

b) Zadna thlopiicka ¢tyfthelniku neni rovnobézna se stranou ¢tverce. V tomto piipadé
rozlisSujeme dvé moznosti:

Skutecné plati, ze zaména kteréhokoli vrcholu v kterémkoli z téchto ¢tyrthelnikt dava
¢tyfuhelnik, jehoz thlopficka je rovnobézna se stranou ¢tverce (tedy piipad diskutovany
vyse). Uvedené ¢tyiuhelniky maji navzajem rizné obsahy, a ty vyjadfime jako rozdil obsahu

9



celého Gtverce a obsahti ¢ty trojihelnikovych rozkt. Obsah ¢tverce je 6 - 6 = 36 (cm?).
Rozky jsou trojiho typu a jejich obsahy jsou

1 1 1
~—.2.2=2(cm?), =-2-4=4(cm?), = -4-4=8(cm?).
2 2 2

Obsahy prvniho a druhého ¢tytihelniku jsou

36 —4-4=20(cm?), 36—2-2—2-8=16(cm?).

Karolina mohla dostat ¢tyfihelniky s obsahy 16, 18 a 20 (cm?).

Jiné tesSeni. Na kazdé strané ¢tverce Karolina vybirala jeden ze dvou modrych bodu
jako vrchol ¢tyruhelniku. Takto mohla sestrojit celkem 2 -2 -2 .2 = 16 ¢tyruhelnikt.
Mnohé z nich jsou vSak navzajem shodné, tedy maji stejné obsahy. Navzajem neshodné
c¢tyruhelniky, které mohla Karolina sestrojit, jsou ¢tyfi:

Skutecné plati, ze zaména kteréhokoli vrcholu v kterémkoli ¢tyrthelniku dava ¢tytuhelnik,
ktery je shodny s jinym z téchto ctyruhelniki.

Obsah kazdého c¢tyruhelniku lze vyjadrit jako rozdil obsahu celého ¢tverce a obsahi
Ctyr trojuhelnikovych rozkia. U tfetiho a c¢tvrtého ctyituhelniku odecitame stejné rozky
(pouze jinym zpusobem), proto jsou obsahy téchto ¢tyftuhelniki stejné. Staci tedy proveérit
prvni tii ¢tyriahelniky. Jejich obsahy jsou vypocteny v predchozim feseni.

Karolina mohla dostat étyfihelniky s obsahy 16, 18 a 20 (cm?).

Poznamky. Pripadné shodnosti v predchozi tvaze patil mezi soumérnosti ¢tverce, tj.
zobrazeni, které zachovavaji dany ctverec. Ty zahrnuji osové soumérnosti, stfedovou sou-
mérnost a otaceni o 90°. Ctverec mé celkem osm soumérnosti.

Z6-1-3
V osmimistném ¢isle je kazda jeho éislice (kromé posledni) vétsi nez ¢islice nasledujici.
Kolik je vSech takovych ¢isel? (I. Jancigova)

MozZné reSeni. Popsana cisla lze sestavit tak, Ze z deseti dostupnych ¢islic se odstrani
dvé a zbylych osm se usporada sestupné. To je stejné, jako by se z desetimistného cisla
9876543210 odstranily dvé cislice:

e Pokud bychom z tohoto ¢isla jako prvni ¢islici odstranili 9, potom zbyva devét moz-
nosti, kterou ¢islici odstranit jako druhou.
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e Pokud bychom jako prvni ¢islici odstranili 8, potom zbyva osm moznosti, kterou ¢islici
odstranit jako druhou (odstranéni dvojice 8 a 9 je zahrnuto v pfedchozim pfipadé).

e Pokud bychom jako prvni ¢islici odstranili 7, potom zbyva sedm moznosti, kterou
¢islici odstranit jako druhou (odstranéni dvojic 7, 8 a 7, 9 je zahrnuto v pfedchozich
pripadech).

e V podobném duchu uvazujeme az do konce. . .

e Pokud bychom jako prvni ¢islici odstranili 1, potom zbyva jedind moznost, kterou
¢islici odstranit jako druhou, a to 0.

Celkovy pocet moznosti, tedy pocet vSech ¢isel vyhovujicich zadani, je

9+8+7+6+5+4+3+2+1=45.

Jiné FesSeni. Pocet moznosti, jak odstranit dvé ¢islice z desiti, 1ze urcit nasledovné:
Prvni ¢islici z desiti Ize vybrat deseti zptisoby. Druhou ¢islici ze zbylych deviti ¢islic 1ze
vybrat deviti zptisoby. To dava celkové 10 -9 = 90 moznosti, jak vybrat dvé ¢islice z desiti
s ohledem na poradi vybéru. Toto poradi nas vSak nezajima — neni podstatné, v jakém
poradi ¢islice vybirame, ale které vybereme. Tedy celkovy pocet moznosti je polovic¢ni:

! 10-9 =145
5 = 45.

Poznamka. Predchozi dvoji vyjadreni téhoz vysledku lze zobecnit takto:
1
n—1)4+n—-2)4+---+2+1= §n(n—1)

Toto ¢islo vyjadiuje pocet vSech dvojic, které lze utvorit z n prvki (bez ohledu na poradi
vybéru).

Z6-1-4
V nasledujicim pisemném nasobeni dvou trojmistnych ¢isel jsou mnohé ¢islice zastou-
peny hvézdickami. Misto hvézdicek doplnte ¢islice tak, aby byl vypocet platny:

QU % | % %
*

w
*
OY | ¥ = ¥ | ¥ %

(L. Hozova)

Mozné reseni. Podle znamého postupu je druhy mezivysledek 3175 souc¢inem prvniho
Cinitele a druhé cislice druhého ¢initele. Jako soucin trojmistného a jednomistného cisla lze
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¢islo 3175 vyjadrit jedingm zpusobem, a to 635-5 (prvociselny rozklad je 3175 = 5-5-127).
Tedy mizeme doplnit:

Ct ¥ | Ot W
*

*
| ¥ N ¥ | ¥ D

Tteti mezivysledek je trojmistné ¢islo, které je soucinem 635 a prvni c¢islice druhého
¢initele. Jedinym trojmistnym nasobkem ¢isla 635 je samo toto ¢islo. Tedy mtizeme doplnit:

6 305
X 15 %
¥ ¥ %k %
3175
6 35
* % 0 % %

Prvni mezivysledek je ¢tyrmistné cislo, které je soucinem 635 a tieti cislice druhého
¢initele. Ctyimistné nasobky ¢isla 635 jsou tyto:

635-2 =1270, 635-3 =1905, 635-4 = 2540, 635-5 = 3175,
635 -6 = 3810, 635 -7 = 4445, 635-8 =5080, 635-9 = 5715.

Aby treti cislice ve vysledném soucinu byla 6, musi byt druha ¢islice prvniho mezivysledku
bud 3, nebo 4 (podle toho, zda doslo k pfechodu pres desitku ¢i nikoli). Mezi vySe uvede-
nymi kandidaty spliiuje tuto podminku pouze ¢islo 4445. Tedy miizeme doplnit a dopocitat
vysledek:

(=2 L S B =)
Ol v | O W
Ot g Ot

OO W
O | W =
NeJ
(@)

Z6-1-5

Péta slozil z navzajem shodnych trojihelnikti nékolik rovinnych utvart, viz obrazek.
Obvody prvnich t¥i jsou postupné 8cm, 11,4cm a 14,7 cm.

Urcete obvod ¢tvrtého utvaru. (E. Semeradovd)
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Poznamka: obrazek je pouze ilustracni.

Mozné fesSeni. V obvodech prvniho, druhého a ¢tvrtého ttvaru jsou zapocteny vzdy dveé
ze t11 stran zédkladniho trojuhelniku, a to tak, ze kazda ze dvou stran je zapoctena dvakrat
a v obvodech riznych tutvart jsou zahrnuty rtizné dvojice stran.

V obvodu tfetiho itvaru jsou zapocteny vsechny strany zakladniho trojthelniku, a to
opét kazda dvakrat.

Tedy soucet obvodli prvniho, druhého a ¢tvrtého utvaru je roven dvojnasobku obvodu
tretiho utvaru. To znamend, ze neznamy obvod c¢tvrtého utvaru je roven rozdilu obvodi
prvniho a druhého utvaru od dvojnasobku obvodu tietiho:

2.14,7—8—11,4=294—19,4 = 10 (cm).

Poznamky. Ze zadani lze odvodit velikosti stran zakladniho trojuhelniku, které pro tento
ucel oznacime a, b, c:

Rozdil obvodu tfetiho a prvniho ttvaru je roven dvojnasobku c, tedy

1
c= 5(14,7 —8) = 3,35 (cm).

Rozdil obvodt tfetiho a druhého ttvaru je roven dvojnasobku b, tedy
1
b= 5(14,7 —11,4) = 1,65 (cm).

Odtud a ze znamych obvodi prvnich tii Gtvart lze vyjadfit velikost posledni strany za-
kladniho trojihelniku:
8 11,4 14,7
a=g - 1,65 = T’ — 3,35 = T’ — 1,65 — 3,35 = 2,35 (cm).
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Hodnoty a, b, ¢ spliuji trojuhelnikové nerovnosti (1,65 + 2,35 > 3,35 atd.), tedy
trojuhelnik se stranami téchto délek skutecné existuje a (az na méfitko) vypada takto:

a

Z uvedeného miizeme pro kontrolu odvodit obvod ¢tvrtého utvaru:

2(b+c¢) = 2(1,65+ 3,35) = 10 (cm).

Z6-1-6

Ales, Bara, Cyril, Dana, Eva, Frantisek a Gabina se stali na svych skolach vitézi ve
stolnim fotbalku a sesli se na dvoudennim turnaji o celkového vitéze. Kazdé z téchto sedmi
déti mélo béhem turnaje sehrat jednu hru s kazdym jinym. Prvni den turnaje odehral Ales
jednu hru, Bara dvé hry, Cyril tii, Dana ¢tyfi, Eva pét her a Frantisek Sest.

Kolik her odehrala prvni den Gébina? (L. Hozova)

MozZné feseni. Déti bylo sedm, tedy kazdé mohlo odehrat nejvySe Sest her. Frantisek
odehral Sest her, takze hral s kazdym z pritomnych déti.

Ales odehral jednu hru, takze nehral s nikym jinym nez s Frantiskem. Eva odehrala
pét her, takze hrala se vSemi kromé Alese.

Bara odehrala dvé hry, takze nehrala s nikym jinym nez s Frantiskem a Evou. Dana
odehrala Ctyrfi hry, takze hrala se vSemi kromé Alese a Bary.

Cyril odehral ti hry, a to s Frantiskem, Evou a Danou.

S Gabinou hrali Frantisek, Eva a Dana, tedy Gabina odehrala tti hry.

Poznamka. Predchozi zavéry jsou prehledné vidét v tabulce:

A B C D E F G
A — *
B — * *
C — * * *
D * — * * *
E * * * — * *
F * * * * * — *
G * * * —
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