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. kolo kategorie Z9

Z9-11-1

Na prohlidce obrazarny se sesla skupina chlapct a dévcat. Béhem prohlidky nikdo
nerusil a neodchazel. Po prohlidce odeslo 15 dévcéat a v obrazarné tak zistalo dvakrat vice
chlapcti nez dévcat. Néasledné odeslo 45 chlapcti a v obrazarné zbylo pétkrat vice dévcéat
nez chlapct.

Kolik dévéat bylo v obrazarné béhem prohlidky? (L. Hozovad)

MozZné resSeni. Ozna¢me d a ch pocty dév€at a chlapci béhem prohlidky. Vztahy ze
zadani lze zapsat jako

ch=2(d—15), d—15=5(ch—45), (%)

Pocet dévcéat po prohlidce vyjadieny z prvniho vztahu je d — 15 = %ch. Spolecné
s druhym vztahem dostavadme rovnici s nezndmou ch,

1
§ch = 5(ch — 45),

kterou dofesime:
ch = 10ch — 450,

9ch = 450,
ch = 50.

Odtud dostavame %ch = 5(ch —45) = 25, coz odpovida d —15. Tedy d = 25+ 15 = 40.
Béhem prohlidky bylo v obrazarné 40 dévcat.

Poznamky. Soustavu rovnic (%) je mozné Fesit rtiznymi zpusoby. Napf. dosazeni prvni
rovnice do druhé dava rovnici s neznamou d, kterou doresime nasledovné:

d— 15 = 5(2(d — 15) — 45),
d — 15 = 10d — 375,
9d = 360,
d = 40.

Pocet dévcat poté, co jich cast odesla, byl délitelny péti. Protoze jich odeslo 15, byl
i pocet dévcat béhem prohlidky délitelny péti. Je tedy mozné postupné za d dosazovat
nasobky péti vétsi nez 15, z prvni rovnice v (%) vypocist ch a ovéfit, zda plati rovnice
druha. Jedinou vyhovujici moznosti je d = 40.
Hodnoceni. 2 body za formulaci vztahti (x); 2 body za dofeseni soustavy rovnic; 2 body

za kvalitu komentafe. Pii zkouseni moznosti berte v potaz tplnost komentare, ndhodné
odhalené nezdivodnéné feseni hodnofte 2 body.



79-11-2

Obdélnik na obrazku je rozdélen na dva shodné ¢tverce, ¢tyti shodné mensi pravouhlé
trojuhelniky a ¢tyfi shodné vétsi pravouhlé trojuhelniky. Velikosti nékterych stran v cm
jsou vyznaceny na obrazku.

Vypoctéte rozméry obdélniku. (M. Domdanyovd)
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Mozné teSeni. V rozich obdélniku jsou shodné ¢tverce se stranou délky 10cm. Tedy
svisla strana obdélniku méfi 18 + 10 = 28 (cm).

Na stranach obdélniku je jenom jedna neznama tsecka (ovSem dvakrat), a tu oznacime
x. Ze shodnosti dil¢ich trojuhelnikt umime urcit také casti thlopiicky obdélniku. Tato
uhlopfticka déli obdélnik na dva shodné pravouhlé trojuhelniky, jehoz strany jsou popsany
takto:
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Podle Pythagorovy véty plati
(18 + )% = 28% + (10 + z)2. (%)
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Po umocnéni a apravach dostavame:

18% + 36z + 2* = 28% 4 100 + 20z + 7,
16z = 28% + 100 — 18> = (%)
= 784 + 100 — 324 = 560.

Tedy x = 560/16 = 35 a vodorovna strana obdélniku méfi 35 + 10 = 45 (cm).
Rozméry obdélniku jsou 28 cm a 45 cm.

Jiné reSeni. Dale pouzivame stejné znaceni jako v predchozim feSeni. Obsah daného
obdélniku v cm? je roven 28(10+ ). Obdélnik sestéava z deseti mensich ¢asti, které viechny
maji aspon jeden pravy uhel a aspon jednu stranu délky 10cm. Z téchto c¢asti lze slozit
obdélnik jako na obrazku:
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x 10 18

Obsah tohoto obdélniku v cm? je roven 20(28 + x). Pfeskladdnim se vSak obsah ne-
zménil. Tak dostavame rovnici,

28(10 4+ z) = 20(28 + x), (%)

kterou dofesime:
280 + 28z = 560 + 20z,

8xr = 280,
z = 35.

Vodorovna strana obdélniku méfi 35410 = 45 (cm); rozméry obdélniku jsou 28 cm a 45 cm.

Hodnoceni. 1 bod za svislou stranu obdélniku; 1 bod za vyjadieni dalsich ¢asti pomoci
neznamé a formulaci (x) ¢ (x*x); 2 body za doteSeni a vysledek; 2 body za kvalitu komen-
tare.
Poznamky. Vsechna ¢isla v (x%) jsou délitelnd ¢étyfmi, coz pro druhé mocniny vidime bez
umocnéni takto: 282 = (2-14)% = 4. 142, 18% = (2-9)2 = 4 - 92. Rovnice (**) je tedy
ekvivalentni s 4z = 142 + 25 — 92. Pii ruénim po¢itani je toto vyjadieni vyhodnéjsi.
Misto obdélniku ve druhém teseni tilohy se 1ze omezit na jeho polovinu, tzn. trojuhelnik
jako vysSe. V tomto duchu by vsechny diskutované obsahy byly polovi¢ni, zejména misto
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rovnice (k%) bychom odvodili ekvivalentni rovnici 14(10 + z) = 10(28 4 z). Pravou stranu
této rovnice lze interpretovat jako

S =

1
_— ’r‘ . 0,

2

kde o = 2(28 + x) je obvod trojuhelniku a r = 10 polomér jemu vepsané kruznice (stfedem
této kruznice je spoleény bod vyznacenych tsecek uvniti trojuhelniku). Tento vzorec lze
najit v povolenych tabulkach, tedy na ném zalozené feseni by meélo byt povazovano za
spravné.

79-11-3

Iveta postupné vypisovala prirozena c¢isla tvorena ¢islicemi 1, 3, 5, 7. Zadné jiné cislice
nepouzila, postupovala vzestupné od nejmensiho ¢isla a zadné ¢&islo neopomnéla. Cisla
psala bezprostiredné za sebou a tak sestavovala jedno mimoradné dlouhé ¢islo:

1357111315173133 .. ..

Ktera cislice je v tomto ¢isle na 1286. misté? (E. Novotna)

Mozné feseni. Z danych cislic Iveta vytvorila 4 jednomistna cisla. VSechna tato cisla
zabiraji v Ivetiné dlouhém cisle 4 mista.

Z danych éislic Iveta vytvoiila 4> = 16 dvojmistnych é&isel. VSechna tato &isla zabiraji
v Ivetiné dlouhém cisle 2 - 16 = 32 mist. Posledni ¢islice posledniho dvojmistného cisla je
na 36. misté (4 + 32 = 36).

7Z danych éislic Iveta vytvorila 4% = 64 trojmistnych éisel. VSechna tato é&isla zabiraji
v Ivetiné dlouhém ¢isle 3 - 64 = 192 mist. Posledni ¢islice posledniho trojmistného ¢isla je
na 228. misté (36 + 192 = 228).

Z danych &islic Iveta vytvorila 4* = 256 étyfmistnych ¢isel. VSechna tato &isla zabiraji
v Ivetiné dlouhém cisle 4 - 256 = 1024 mist. Posledni ¢islice posledniho ¢tyfmistného cisla
je na 1252. misté (228 + 1024 = 1252).

Do 1286. mista chybi 34 mist, a ta jsou obsazena pétimistnymi ¢isly. Pfitom 34 : 5 je
6 a zbytek 4. Tedy hledana cislice je 4. ¢islici v 7. pétimistném c¢isle, které Iveta vytvorila.
Tato cisla sefazena vzestupné jsou:

11111,11113,11115,11117,11131,11133,11135.

V Ivetiné dlouhém ¢isle je na 1286. misté ¢islice 3.

Hodnoceni. 2 body za pocty jedno-, dvoj-, troj- a ¢tyfmistnych ¢isel; 2 body za pocty mist
téchto cisel v Ivetiné dlouhém cisle; 2 body za urceni hledané ¢islice a kvalitu komentare.



79-11-4
V péti pytlicich je dohromady 52 kulicek. V zadnych dvou pytlicich neni stejny pocet
kulicek, néktery pytlik miize byt i prazdny. VSechny kulicky z kteréhokoli (neprazdného)
pytliku lze premistit do ostatnich ¢tyr pytlika tak, ze v nich budou stejné pocty kulicek.
a) Najdéte néjaké rozdéleni kulicek do pytliki, které ma vsechny uvedené vlastnosti.

b) Ukazte, ze pii jakémkoli rozdéleni s uvedenymi vlastnostmi je v nékterém pytliku
pravé 12 kulicek. (J. Zhouf)

MozZné teseni. Po premisténi kulicek je jeden pytlik prazdny a v ostatnich ¢tyfech jsou
jich stejné pocty. Dohromady je kuli¢ek 52, tedy po premisténi je v neprazdnych pytlicich
po 13 kulickach (52 : 4 = 13). Proto ptivodné nemohlo byt v zddném pytliku vic nez 13
kulicek.

a) Mozné puvodni pocty kulicek v pytlicich odpovidaji moznym vyjadienim ¢isla 52
jakozto souctu péti navzajem riznych nezapornych celych cisel, kterd nejsou vétsi nez 13.
Zkousenim lze najit tyto moznosti:

92 = 13+12+11+10+6 = 134+1241149+7 = 13+12+10+9 4 8.

b) Pokud by v zd&dném pytliku nebylo vic nez 12 kuli¢ek, potom by ve v§ech dohromady
bylo nejvyse 12 + 11 + 10 + 9 4+ 8 = 50 kulicek. Tedy v nékterém pytliku muselo byt 13
kulicek.

Pokud by v zddném pytliku nebylo 12 kuli¢ek, potom by ve vSech dohromady bylo
nejvyse 134+ 11+ 10+ 9 + 8 = 51 kulicek. Tedy v nékterém pytliku muselo byt 12 kulicek.

Poznamka. Rozdéleni uvedend v ¢asti a) jsou jedind mozné. To lze zdivodnit systema-
tickym dosazovanim postupné se zmensujicich navzajem riznych sc¢itanct ne vétsich nez
13 a kontrolou jejich souctu. V kazdé z uvedenych moznosti se vskutku vyskytuje ¢islo 12.

Hodnoceni. 1 bod za néjaké vyhovujici rozdéleni; 2 body za zdivodnéni, ze v zadném
pytliku nebylo vic nez 13 kulicek; 3 body za zdtvodnéni, ze v nékterém pytliku bylo 12
kulicek. ReSeni ¢4sti b) zaloZena na pfedchozi pozndmce mohou byt hodnocena plnym
poétem bodl v zavislosti na tplnosti komentare k ¢asti a). Reseni obsahujici vSechny
moznosti bez zdivodnéni hodnotte 2 body.



