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|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Pat a Mat se vykoupali v rybnice a pak si dali zavod do své chaloupky. V jistém
okamziku platilo, ze kdyby Mat mél zdolanu polovinu vzdalenosti, kterou dosud ubéhl,
chybél by mu do chaloupky trojnasobek oné poloviéni vzdalenosti. V tomtéz okamziku
platilo, ze kdyby Pat mél zdolan dvojnasobek vzdalenosti, kterou dosud ubéhl, chybéla by
mu do chaloupky tfetina oné dvojnasobné vzdalenosti.

Kdo byl v daném okamziku bliz chaloupce? (L. Hozova)

Mozné fesSeni. Pokud by Matovi do chaloupky chybél trojnédsobek ubéhnuté vzdalenosti,
pak by byl ve ¢tvrtiné. Tento pripad by nastal, kdyby mél zdolanu polovinu vzdalenosti,
kterou dosud ubéhl. Tedy Mat se v daném okamziku nachéazel v poloviné mezi rybnikem
a chaloupkou.

Pokud by Patovi do chaloupky chybéla tretina ubéhnuté vzdalenosti, pak by byl ve
trech ¢tvrtinach. Tento pripad by nastal, kdyby mél zdolan dvojnasobek vzdalenosti, kterou
dosud ubéhl. Tedy Pat se v daném okamziku nachézel ve tfech osminach mezi rybnikem
a chaloupkou.

V daném okamziku byl bliz chaloupce Mat.

ryblm’k Pat Mlat

chaloupka

Poznamky. Pokud m a p po fadé znaci Matovu a Patovu vzdalenost od rybnika v daném
okamziku a c¢ znaci celou vzdalenost mezi rybnikem a chaloupkou, potom informace ze
zadani doslovné zapiseme takto:

1 1 1
§m+3(§m) =c, 2p—|—§(2p) =c.

1

Odtud jednoduse dostavame 2m = ¢, tedy m = 3¢, a 3p = ¢, tedy p = 2c.

29-1-2
Sestrojte kosoc¢tverec ABCD, ve kterém plati |AC| = 8cm a |AS| = 7cm, kde S je
stiedem strany CD. (K. Pazourek)

Mozné Feseni. Vyuzijeme toho, ze thlopticky v rovnobézniku se navzdjem puli a v ko-
soc¢tverci jsou navic kolmé.

Oznac¢me prisecik thlopiicek AC a BD jako E a stied tisecky EC jako R. Usecka SR
je st¥edni pfickou trojthelniku DEC, ktera je rovnobézna se stranou DE. Usecka SR je
proto kolma na AC'. V pravothlém trojthelniku ARS zname velikost pfepony |AS| = 7cm
a velikost odvésny |AR| = 2|AC| = 6 cm. Vzhledem k tomu, ze 7 > 6, takovy trojuhelnik
opravdu existuje a lze sestrojit napt. takto:
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usecka AR s velikosti 6 cm,

kolmice k tsec¢ce AR jdouci bodem R,

kruznice se stiedem v bodé A a polomérem 7 cm,
bod S je prusecikem kolmice a kruznice.

Zbylé vrcholy kosoctverce, lze sestrojit nasledovné:

e bod C lezi na polopiimce AR ve vzdalenosti 8cm od A,
e bod D je stiredové soumérny s bodem C' podle stredu S,
e bod B je osové soumérny s bodem D podle osy AC.

Poznamky. Hlavni pozornost vénujeme konstrukci trojuhelniku ARS. Konstrukce sou-
mérnych bod D a B poklddame za dobie znamé, tedy detailné nerozepisujeme. Priiseciky
ve ¢tvrtém kroku konstrukce jsou dva; druha moznost vede k témuz feseni s jinak oznace-
nymi vrcholy.

Dil¢i konstrukcee lze realizovat rizné. Napr. pro danou tsecku AC lze body E a R po
fadé sestrojit jako stfedy tsecek AC a EC, bod D lze sestrojit jako prusecik primky CS
s kolmici k AC' jdouci bodem F, apod. Pravouhly trojihelnik ARS je mozné sestrojit také
takto:

usecka AS' s velikosti 7 cm,

kruznice se stfedem v bodé A a polomérem 6 cm,
kruznice s primérem AS,

bod R je priise¢ikem kruznic.
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Podle Thaletovy véty je tithel u vrcholu R vskutku pravy.

Trojtahelniky AC'B a AC'D vypadaji témérf rovnostranné, ale nejsou. Zejména neplati,
7e se kruznice v prvnim obrazku dotyka tusecky C'D, i kdyz to tak mize vypadat.

Jiné reSeni. Vyuzijeme toho, ze usecky AS a DE jsou téznicemi trojuhelniku ACD.
Navic si uvédomujeme, ze uhlopticky v kosoctverci jsou navzajem kolmé.

Oznacme prusecik uhlopticek AC a BD jako E a prisecik téznic AS a DFE, tj. té-
trojuhelniku AET tedy zndme velikost piepony |[AT| = 2|AS| = L cm a velikost odvésny

|AE| = %|AC’| = 4cm. Vzhledem k tomu, zZe 1—34 > 4, trojuhelnik AET opravdu existuje

a 1ze sestrojit podobné jako trojiuhelnik ARS v feseni uvedeném vyse. Zbylé vrcholy koso-
Ctverce, lze sestrojit napt. takto:

e bod D lezi na poloptimce ET ve vzdalenosti 3|ET| od E,
e bod B je stfedové soumérny s bodem D podle sttedu F,

e bod C je stfedové soumérny s bodem A podle stiedu F.

Poznamky. V uvedeném feSeni je zapotiebi rozdélit danou tsecku na tretiny. Korektni
feSeni tohoto podukolu pokladame za dobie znamé, tedy detailné nerozepisujeme.

Predchozi poznamka souvisi s faktem, ze trojuhelniky AET a ARS jsou podobné
s koeficientem podobnosti 2/3. Vhodnym rozsifenim diskutovaného utvaru lze objevit dalsi
vztahy a na nich zalozit alternativni konstrukce. Pokud body A’, B’, D', E’ znaéi po fadé
body soumérné s A, B, D, E podle stfedu C, potom napi. ¢tyfuhelnik ACB’D je rovnobéz-
nikem, ¢tyfuhelnik DEE’B’ je obdélnikem, trojihelnik AE’B’ je podobny s trojuhelnikem
ARS (tedy i AET) apod.
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Z9-1-3

V zékladni skole U T¥i dubti, kam chodi i Zikmund, kazdoro¢né poradaji védomostni
soutéz, v niz kazdy soutézici muze ziskat nejvice 15 bodt. Letos byl primérny bodovy
zisk soutézicich zaokrouhleny na desetiny roven 10,4. Zikmund si po soutézi uvédomil, ze
jednu otazku si Spatné precetl a odpovidal na néco jiného. Mohl tak mit o 4 body vice
a prumeérny bodovy zisk zaokrouhleny na desetiny by se tim zvysil na 10,6.

Urcete, kolik nejméné a kolik nejvice déti letos U t¥i dubii soutézilo. (M. Petrovd)

MozZné reseni. Pracujeme se zaokrouhlenymi ¢isly, tedy skuteény pramérny bodovy zisk
mohl byt v rozmezi od 10,35 véetné po 10,45 vyjma (toto ¢islo se jiz zaokrouhluje na
10,5). Pokud n zna¢i pocet ucastniki soutéze a ¢ celkovy soucet bodu ziskanych vSemi
soutézicimi, potom predchozi podminku zapiseme takto:

10,35 < < < 10,45. (1)
n
Obdobnou tvahou zjistujeme, ze dalsi podminka ze zadani znamena:
4
10,55 < % < 10,65. (2)
Vzhledem k tomu, ze “t% = £ 4 2 3 je s¢itanec £ je omezen v (1), z podminky (2)
postupné dostavame:
4
10,55 — — < — < 10,65 — —,
n-n n
4
0,1 <—-<0,3. (3)
n
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Dalsimi ekvivalentnimi ipravami najdeme omezeni pro n:

n 10
10 > — —
Z 173

40
40 > n > —.
3
Témto omezenim vyhovuji vSechna pfirozena cisla od 14 do 39.
Soutéze se zucastnilo nejméné 14 a nejvice 39 déti.

Poznamky. Vsimnéte si, Ze v omezenich (3) jsou obé nerovnosti ostré: pro spodni odhad

odecitame od 10,55 nejvétsi moznou hodnotu =, a ta je ostie mensi nez 10,45; pro horni

odhad odecitdme od hodnoty ostife mensi nez 10,65 nejmensi moznou hodnotu =, a ta je
10,35. Informace o maximalnim poctu bodi, které muze ziskat kazdy soutézici, je nadby-
tecna.

Naznak jiného rfesSeni. K moznym poctim soutézicich se lze dopracovat i zkousenim
moznosti. Za predpokladu, zZe hodnoty primérnych bodovych ziski jsou presné, by pod-
minky (1) a (2) byly nahrazeny rovnostmi

€ 104, <4
n n

= 10,6.

Dosazenim prvni rovnosti do druhé a tpravou dostavame % = 0,2, tedy n = 20. To je
vyhovujici pocet soutézicich a ostatni vyhovujici moznosti 1ze najit zkouSenim okolnich
Cisel a ovéfovanim podminek ze zadani. Neni nutné postupovat tplné systematicky, staci
najit mezni hodnoty, pro které podminky plati, ale pro nasledovnika, resp. predchtidce
neplati. Napf. ovéfeni pro horni omezeni poc¢tu soutézicich vypada nasledovné:

e Podminka (1) pro n = 39 a jeji postupné tpravy davaji
c
10,35 < = < 10,45,
— 39

403,65 < ¢ < 407,55,
407,65 = c+ 4 < 411,55,

4
10,4525541 < % < 10,5525641.

Tato omezeni nejsou ve sporu s omezenimi (2), pouze je zptesiuji. Tedy pocet souté-
zicich mohl byt 39.
e Podminka (1) pro n = 40 a jeji postupné tpravy davaji

C
10,35 < — < 10,45,
= 40
414 < ¢ < 418,

418 < e+ 4 < 422,

c+4
10,45 < ——= < 10.55.
T 40 <

Tato omezeni jsou ve sporu s omezenimi (2) — zadné ¢islo neni ostie mensi nez 10,55
a soucasné vétsi nebo rovno 10,55. Tedy pocet soutézicich nemohl byt 40.
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7Z9-14

Kaja mél vynasobit dvé dvojmistna ¢isla. Z nepozornosti zaménil poradi ¢islic v jed-
nom z Cinitell a dostal soucin, ktery byl o 4 248 mensi nez spravny vysledek.

Kolik mélo Kéjovi spravné vyjit? (L. Hozova)

Mozné reseni. Oznacme x a y Kajova dvojmistné ¢isla a dejme tomu, ze ¢islice zaménil
v prvnim c¢isle. Pokud ¢islice ¢isla x oznacime a a b, potom plati

(10a + b)y — (10b + a)y = 4248.

Po upravé dostavame 9(a — b)y = 4248 neboli (a — b)y = 472. Odtud vyplyva, ze ¢islo y je
dvojmistnym délitelem cisla 472.
Prvodéiselny rozklad ¢isla 472 je 472 = 23.59, tedy jeho jedinym dvojmistnym délitelem
je 59. To znamena, ze a — b = 8. Této podmince vyhovuji nasledujici dvé moznosti:
e a=238,b=0, tedy (10a + b)y = 80 - 59 = 4720,
e =9 b=1, tedy (10a + b)y = 91 - 59 = 5369.

K&jovi mélo spravné vyjit bud 4720, nebo 5369.

Poznamka. Pfi zaméné ¢islic v prvnim pripadé dostavame 08. To sice dava vyhovujici
feSeni (80-59—8-59 = 4248), ale nejednéd se o dvojmistné ¢islo. Nechce se vérit, ze by si Kja
tohoto faktu i pfi své nepozornosti nevsiml. Vylouceni této moznosti proto nepovazujeme
za chybu.

Z9-1-5
Trojthelnik ABC je pravouhly s pravym thlem p#i vrcholu C. Body A, B’, C' jsou
obrazy bodt A, B, C postupné ve stredovych soumérnostech se stredy C', A, B. Dokazte,
ze plati
|A'B'|> +|B'C'|? +|C'A')> =14 - |ABJ*.
(J. Zhouf)

Mozné rfeSeni. Vzhledem ke smérim odvésen trojuhelniku ABC' opiseme trojihelniku
A’B’C’ obdélnik jako na nasledujicim obrazku. Pfi obvyklém znaceni a = |[BC| a b = |AC|
maji strany tohoto obdélniku velikosti 3a a 3b:

Cl
|
|
! a
|
B: 1
a
N .
A C A
\\\\ a/
b b b B’
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Kazda ze stran trojuhelniku A’B’C’ je pfeponou pravouhlého trojuhelniku, jehoz
hlavni vrchol lezi v nékterém z vrcholi opsaného obdélniku. Podle Pythagorovy véty tak
postupné odvozujeme, zZe

|A'B'|> = a® + (3b)? = a* + 9b?,
|B'C'|* = (3a)* + (20)* = 9a? + 4b?,
|A'C'|? = (2a)? + b* = 4a® + b2,

Souc¢tem téchto tii vyjadieni a s pomoci Pythagorovy véty v trojuhelniku ABC vskutku
dostavame

|A'B')> +|B'C')> + |C'A')? = 14a* + 14b* = 14 - |ABJ*.

Z9-1-6
Nize je naznacena Cast ctvercové sité€ sestavajici ze 4 radkia a 2023 sloupct.

Urcete pocet ¢tverci, jejichz vSechny vrcholy jsou uzlovymi body ¢tvercové sité.
(K. Pazourek)

MozZné reseni. Nejmensi ¢tverec s vrcholy v uzlovych bodech méa rozméry 1 x 1, nejvétsi
ma rozmeéry 4 X 4. V ramci téchto omezeni najdeme dalsi pripady, které rozliSime néasle-
dovné.

e Ctverce se stranami rovnob&znymi vzhledem k siti:

A B C D

e Ctverce se stranami tthlopfiénymi vzhledem k siti:
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E F

e Ostatni ¢tverce:

—
\ \ = /

Pro vlastni pocitani ¢tvercii jistého typu neni podstatné jejich natoceni, ale pouze
kolik jednotek zabiraji ve vodorovném a svislém smeéru. Tedy c¢tvercti typu B je v siti
stejny pocet jako &tvercti typu E. Ctvercii typu C je v siti stejny pocet jako étverct typu
G, resp. H. Ctvercti typu D je v siti stejny pocet jako étverct typu F, coZ je stejné jako
¢tvercu typu I, resp. J.

Staci tedy spocitat ¢tverce ¢yt typu:

e Ctverec typu A miiZzeme ve svislém sméru umistit étyfmi zpisoby, ve vodorovném
smeéru 2 023 zpusoby. Takovych ¢tverct je

4-2023 = 8092.

e Ctverec typu B (resp. F) miizeme ve svislém sméru umistit tfemi zptisoby, ve vodo-
rovném smeéru 2 022 zpusoby. Takovych ctverci je

3-2022 = 6066.

e Ctverec typu C (resp. G, H) miizeme ve svislém sméru umistit dvéma zptsoby, ve
vodorovném smeéru 2021 zpisoby. Takovych ¢tverci je

2-2021 = 4042.

e Ctverec typu D (resp. F, I, J) mizeme ve svislém sméru umistit jedingm zpiisobem,
ve vodorovném sméru 2 020 zpiisoby. Takovych ctverci je

1-2020 = 2020.

Pocet ctvercti, jejichz vsechny vrcholy jsou uzlovymi body sité, je

1-8092+4+2-60664 3-4042 44 -2020 = 40430.
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