73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/24)

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Zajic bézi zavod na 2024 metr. Pri startu se odrazil levou nohou a po celou dobu
zavodu pravidelné stfida levou, pravou a obé nohy. Kdyz se zajic odrazi levou nohou, skoci
35dm, kdyz se odrazi pravou nohou, sko¢i 15dm, a kdyz se odrazi obéma nohama, skoci
61 dm.

Kolik skoki zajic udéla, nez dorazi do cile? A kterou nohou se bude odrazet pred
cilovym skokem? (L. Hozova)

Mozné resSeni. Vse budeme pocitat v decimetrech. Zavod je dlouhy 20 240 dm a popsany
zajictv trojskok méri 35 + 15 + 61 = 111 dm. Délenim se zbytkem zjistime, ze

20240 = 182 - 111 + 38.

Tedy po 182 trojskocich zbyvéa zajici do cile 38 dm.

Dalsi odraz vychazi na levou nohu, sko¢i 35dm a do cile zbyvaji 3dm. Dalsi odraz
vychézi na pravou nohu a timto skokem spolehlivé proskoci cilem.

Celkem zajic udéla 182 - 3 + 2 = 548 skokti, pred cilovym skokem se odrazi pravou
nohou.

Z5-1-2

Zuzka postavila ze Sestnacti stejné velkych kostek ¢tverec o rozmeérech 4 x 4 kostky.
S dalsimi stejnymi kostkami pokracovala ve stavéni. Kostky na sebe stavéla tak, ze kazdé
dvé sousedni kostky mély spolec¢nou celou sténu. Vysledna stavba vypadala ze dvou riznych
stran jako na nasledujicim obrazku.

Zjistéte, kolik nejvice a kolik nejméné kostek Zuzka na svou stavbu mohla pouzit.
(E. Novotna)

Mozné teSeni. V prvni vrstvé bylo 16 kostek. Z uvedenych pohledu plyne, Ze ve tieti
vrstveé byly 2 kostky. Pocet kostek ve druhé vrstveé nelze jednoznacné urcit, nejvic jich vsak
mohlo byt 3-3 = 9. Tato moznost je zndzornéna na nasledujicim obrazku, v niz dva zadané
pruméty odpovidaji pohledu zptredu a zprava:
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Skutecné nelze pridat jedinou kostku, aby se nezménil néktery z danych primétt. Zuzka
pouzila nejvice 16 + 9 + 2 = 27 kostek.

K nejmensimu moznému poctu kostek lze dospét tak, ze se ze druhé vrstvy postupné
odebiréd co nejvice kostek, aniz by se zmeénil néktery z danych priméti. Jedna takova
moznost vypada takto:

Méneé nez ctyri kostky ve druhé vrstvé byt nemohou. Dvé kostky, na kterych stoji kostky
z vrstvy treti, jsou pti pohledu zprava v zékrytu. Proto musi byt pouzity dalsi dvé kostky,
aby tento priimét souhlasil se zadanim. Zuzka pouzila nejméné 16 + 4 + 2 = 22 kostek.

Poznamka. U mozZnosti s nejmensim poctem kostek mohou byt kostky ve druhé vrstvé
rozmistény rizneé, avsak nikoli libovolné. Jiné mozné rozmisténi je toto:

Upravami ve druhé vrstvé Ize mit stavbu s jakymkoli po¢tem kostek v rozmezi od 22
do 27 kostek. Zde je jedna moznost postavena z 23 kostek:
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Z5-1-3

Katka meéla na zahradce pét zahoni rozmisténych jako na obrazku. Zahony chtéla
osadit cesnekem, mrkvi a fedkvickou tak, aby na kazdém zédhonu byl jen jeden druh zeleniny
a aby zadné dva zahony se stejnou zeleninou nesousedily.

Kolika zptisoby mohla Katka zdhony osazet? (L. Hozova)

MozZné reseni. Zahony se stejnou zeleninou oznac¢ime stejnym pismenem, zahony s ruz-
nymi zeleninami riznymi pismeny. Aby zahony se stejnou zeleninou nesousedily, musi byt
osazeny takto:

Zahony A muze Katka osadit libovolnou ze t¥i plodin, zahony B libovolnou ze zbyva-
jicich dvou plodin a zédhon C posledni zbylou plodinou. Katka tedy muze zahony oséazet
3 -2 = 6 zpusoby.

Poznamka. Vsechna mozné pfifazeni plodin zahonim jsou vypséana zde:

¢esnek A A C C B B
mrkev B C A B C A
redkvicka C B B A A C

Pokud je ¢esnek na zdhonu A, potom mrkev muze byt bud na zdhonu B, nebo C, a fedkvicka
na zbyvajicim zadhonu. Takto je postupné vycerpano vsech 3 -2 = 6 moznosti. Kazdé dva
sousedni sloupce v tabulce se lisi prohozenim dvou pismen a zadny sloupec se neopakuje.



Z5-1-4

V zahradkarské osadé mél pan Jahoda ve svém sudu 16 litrd vody. Soused pan Malina
meél ve svém sudu tiikrat vice vody nez pan Jahoda. Zacalo prset a do obou sudt naprselo
stejné mnozstvi vody. Po desti pan Malina zjistil, Ze ma v sudu dvakrat vice vody nez pan
Jahoda.

Kolik litrt vody naprselo do kazdého sudu? (L. Hozova)

Mozné fesSeni. Pred destém mél pan Malina ve svém sudu 3 - 16 = 48 litrd vody, coz je
o 32 litrt vice nez v sudu pana Jahody.

Do obou sudt naprselo stejné, tedy rozdil mnozstvi vody v sudech po desti byl opét
32 litri jako pred destém. Po desti bylo v sudu pana Maliny dvakrat vice vody nez v sudu
pana Jahody, tedy v Jahodové sudu bylo 32 a Malinové sudu 64 litri vody.

Do kazdého sudu naprselo 16 litra vody (48 — 32 = 64 — 48 = 16).

Poznamka. Ulohu lze znazornit pomoci tsecek

n n

16“ “16
n “16
16“ “16

¢i zapsat rovnici
2:164+2n=3-16+n,

kde n znac¢i mnozstvi naprsené vody.

Z5-1-5

Ze ¢tyTt shodnych ¢tverct byl vytvoren ornament jako na obrazku. Strany ¢tverci jsou
dlouhé 4 cm, jsou navzajem rovnobézné ¢ kolmé a protinaji se bud ve svych ¢tvrtinéch,
nebo polovinach. Libor chtél ornament vybarvit a zjistil, Ze barva na 1cm? kazdého sou-
vislého pole ho bude stat tolik korun, kolika ¢tverctim je toto pole spolecné.

Kolik korun bude stat barva na vybarveni ornamentu? (K. Pazourek)



MozZné tfeSeni. Cena barvy v kazdé Casti odpovida poc¢tu ¢tvercu, kterym je tato c¢ast
spolecna. To je stejné, jako by vSechny ¢tverce byly samostatné vybarveny barvou stejné
ceny.

Kazdy ¢tverec ma obsah 4-4 = 16 cm?, ¢tverce jsou ¢tyii a 1 cm? barvy stoji 1 korunu.
Tedy barva na vybarveni ornamentu bude stat 16 - 4 = 64 korun.

Jiné feSeni. Riuznymi odstiny Sedi rozlisime, kolika ¢tverciim jsou jednotlivé ¢asti orna-
mentu spoleéné. Ornament rozdélime na ¢tverecky o strané 1cm:

Vsem ctyfem cCtverctim je spoleény 1 c¢tverecek, tfem ctverciim prislusi 6 ¢tvereckd,

dvéma ctvercim 12 c¢tverecki a jednomu ctverci 18. Tedy barva na vybarveni ornamentu
bude stat

1-446-3+12-2+18 -1 = 64 korun.

Z5-1-6

Lucka napsala na listek ¢islo 12345 a dvakrat jej mezi ¢islicemi rozstiihla. Ziskala tak
tTi mensi karticky se tfemi cisly. Tyto karticky preskladala dvéma zptisoby, ¢imz dostala
dvé riznd pétimistna cisla. Rozdil téchto dvou ¢isel byl 28 926.

Mezi kterymi ¢islicemi Lucka listek rozsttihla? (M. Petrovd)
Mozné resSeni. Pro nazornost si illohu napiSeme jako pisemné od¢itani, jehoz vysledek je
28926 a kde hvézdicky na kazdém radku zastupuji ¢islice od 1 do 5:

* ok kK %

— 3k >k Xk 3k ok

28926

Cislici na misté jednotek lze dostat jediné takto (s piechodem pies desitku):
* x ok % 1
— % % % % D
28926

Se zbylymi pouzitelnymi ¢islicemi lze cislici na misté desitek dostat jediné nékterym z na-
sledujicich zptisobi:

* x x 4 1 * % x b 1
—xx %15 — % x % 25
28926 28926



a) V prvnim pfipadé by listek musel byt rozstfizen takto 1|234|5 a karticky preskladany
5|234|1 a 234[1|5. V tomto pfipadé rozdil vyhovuje zadani:

52341
—23415

28926

b) Ve druhém piipadé by listek musel byt rozstfizen takto 1]2|34|5, coz jsou tii (a nikoli
dva) stfihy. Tento pfipad nevyhovuje zadani.
Lucka listek rozsttrihla mezi ¢islicemi 1 a 2 a mezi cislicemi 4 a 5.
Poznamka. Nutnost stfihu mezi Cislicemi 1 a 2 plyne jiz z prvniho postiehu. Nutnost
stfihu mezi ¢islicemi 4 a 5 (a nasledného preskladani) plyne z této tvahy: pokud by ¢islici
5 predchézela 4, potom bychom museli umét doplnit

* % % % 1
—x x x4 5

28926

V takovém pripadé by v mensenci na misté desitek musela byt ¢islice 7, kterou vsak nemame
k dispozici.

Jiné resSeni. Listek lze nadvakrat rozstfihnout Sesti zptsoby:
1]2]345, 1]23|45, 1|234]5, 12|3|45, 12|34|5, 123|4/5.

Vzniklé t¥i karticky lze preskladat Sesti zpusoby, coz schematicky (vzestupné) zapiSeme
takto:
A|B|C, A|C|B, B|A|C, B|C|A, C|A|B, C|B|A.

Probranim vSech moznosti lze najit rozstfihani a preskladani, jez vyhovuji zadani.

Misto zkoumani moznych rozdila (kterych je pro kazdé rozstiihani 15) lze postupovat
tak, ze k prislusné Sestici Cisel pricteme pozadovany rozdil 28926 a ovéiime, zda je mezi
vysledky nékteré cislo z dané Sestice. Nejvétsi cislo, které lze z ¢islic od 1 do 5 vytvorit, je
54321. Tedy nejvétsi cislo, ke kterému ma smysl pozadovany rozdil pricitat, je 25395. Tim
se zkouSeni podstatné omezuje a vypada nasledovné (opakujici se ¢i pfedem zamitnuté
moznosti piseme do zavorek):

a) Po rozstiihani 1|2|345 lze sestavit ¢isla
12345, 13452, 21345, 23451, 34512, 34521

Po pricteni 28926 postupné dostavame
41271, 42378, 50271, 52377, (> 54321, ...)

Zadna moznost nevyhovuje.



b) Po rozstiithani 1|23|45 lze sestavit ¢isla
12345, 14523, 23145, 23451, 45123, 45231
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 43449, 52071, (52377, > 54321, ...)

Z4adna moznost nevyhovuje.
c) Po rozstiithani 1[234|5 lze sestavit ¢isla

12345, 15234, 23415, 23451, 51234, 52341
Po pric¢teni 28926 postupné dostavame
(41271), 44160, 52341, (52377, > 54321, ...)

Vyhovuje moznost 23451 + 28926 = 52341.
d) Po rozstiithani 12|3|45 lze sestavit ¢isla

12345, 12453, 31245, 34512, 45123, 45312
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 41379, (> 54321, ...)

Z4dna moznost nevyhovuje.
e) Po rozstiihani 12|34|5 lze sestavit ¢isla

12345, 12534, 34125, 34512, 51234, 53412
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 41460, (> 54321, ...)

Z4adna moznost nevyhovuje.
f) Po rozstiihani 123|4|5 lze sestavit ¢isla

12345, 12354, 41235, 45123, 51234, 54123
Po pricteni 28926 postupné dostavame
(41271), 41280, (> 54321, ...)
Z4adna moznost nevyhovuje.

Jedind vyhovujici moznost vychazi v pfipadé c): Lucka listek rozstfihla mezi ¢islicemi
1 a 2 a mezi Cislicemi 4 a 5.
Poznamka. V pfipadé a) je rozdil nejvétsiho a nejmensiho ¢isla z dané Sestice 22176.

Vsechny ostatni rozdily jsou mensi, proto pozadovany rozdil 28926 dostat nelze a nebylo
nutné cokoli dal zkouset.



