73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

Ulohy $kolniho kola kategorie B

1. Prirozena ¢isla a, b, ¢ jsou umisténa do kruhu jako na obrazku,
pricemz kazdé Cislo je délitelem souctu dvou ¢isel s nim sousedicich. @ @
Kolik nejvice z ¢isel a, b, ¢ miize byt riznych?

2. Necht ABCD je obdélnik se stiedem S a delsi stranou AB. Kolmice k piimce BD
prochazejici vrcholem B protne primku AC v bodé E. Rovnobézka s primkou BE
vedend stfedem S protne stranu C'D v bodé F. Predpoklddejme, ze |CE| = |BC|.

a) Urcete velikost tthlu BSC'
b) Dokazte, ze |[DF| =2 |CF|.

3. Pro nenulova realna cisla a, b, ¢ plati
a?(b+c) =b*(c+a) =c*(a+b).
Urcete vSechny mozné hodnoty vyrazu

(a+b+c)?
a? 4+ b2 4%

Skolni kolo kategorie B se kona
v utery 30. ledna 2024

tak, aby zacalo nejpozdéji v 10 hodin dopoledne a aby sou-
tézici méli na teseni uloh 4 hodiny cistého casu. Za kazdou
ulohu mize soutézici ziskat 6 bodii; hodnoti se pritom nejen
spravnost vysledku, ale i logické bezchybnost a tiplnost sepsa-
ného postupu, vysledky vSech potrebnych pisemnych nebo
pamétnych vypoétt musi byt zaznamenany. Uspésnym Fesi-
telem je ten zak, ktery ziskd 10 bodiu nebo vice. Povolené
pomtcky jsou psaci a rysovaci potieby a skolni MF tabulky.
Kalkulacky, notebooky ani zadné jiné elektronické pomtcky
dovoleny nejsou. Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahdjenim
soutéze.
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1. Prirozend cisla a, b, ¢ jsou umisténa do kruhu jako na obrizku, Q e
pricemz kazdé cislo je délitelem souctu dvou cisel s nim sousedicich.
Kolik nejvice z cisel a, b, ¢ muze bijt riznijch? (Josef Tkadlec) @ @

RESENI. Dokdzeme, Ze nutné plati b = ¢, tudiz mezi ¢isly a, b, ¢ mohou byt nejvyse
dvé rizna. Poctu 2 dosahneme naptiklad v pripadé c¢isel a = 2 a b = ¢ = 1, ktera zfejmé
maji pozadovanou vlastnost.

Predpokladejme tedy, ze prirozena cisla a, b, ¢ vyhovuji zadani tdlohy. To lze vyjadrit
tfemi podminkami:

1. a| b+ ¢ neboli b+ ¢ = ma pro nékteré prirozené ¢islo m,
2.b|a+0bnebolib|a,
3. ¢| a+cnebolic | a.

Z b | a plyne, ze ¢islo b déli oba ¢leny na pravé strané upravené rovnosti ¢ = ma — b,
a tudiz rovnéz b | ¢. Podobné z ¢ | a a b = ma — ¢ plyne ¢ | b. Pro pfirozend ¢isla b, ¢
vztahy b | ¢ a ¢ | b uz znamenaji, ze b = ¢, jak jsme slibili dokazat.

JINE RESENI. Namisto rovnosti b = ¢ z prvniho feseni dokdzeme jen, Ze pFirozen4
¢isla a, b a ¢, pronéz plati a | b+ ¢, b | a a ¢ | a, nemohou byt navzajem ruzna.

Predpoklddejme tedy, ze plati a # b a a # c. Pak ze vztaht b | a a ¢ | a plynou
nerovnosti a = 2b a a = 2¢. Jejich sectenim dostaneme a + a = 2b + 2¢ neboli a = b+ ¢,
kde diky vztahu a | b + ¢ musi nastat rovnost a = b + ¢. Musi proto rovnéz platit obé
rovnosti a = 2b a a = 2¢ (jinak by aspon jedna z nerovnosti a = 2b, a = 2¢ byla ostra
a platilo by pak a > b+ ¢), ze kterych ovsem plyne b = ¢. Proto vSechny tii nerovnosti
a # b, a # ¢ a b # ¢ nemohou platit soucasné.

PozNAMKA. I kdyZ to zadéni tlohy nevyZzaduje, ukdZzeme dokonce dvéma zpusoby,
ze vsechny vyhovujici trojice (a,b,c) jsou tvaru (b,b,0) a (2b,b,0), kde b je libovolné
prirozené cislo.

Pti prvnim postupu vyuzijeme rovnost b = ¢, kterou jsme dokazali v prvnim feseni.
Diky ni se podminky b+c¢ = ma, b | a a ¢ | a zredukuji na vztahy 2b = ma a b | a. Jelikoz
z b | a plyne 2b < 2a, v rovnosti 2b = ma musi byt m = 1 nebo m = 2. Trojice (a, b, c) je
podle toho rovna (2b,b,b), resp. (b,b,b).

Pti druhém postupu vyjadiime podminky a | b+ ¢, b | a a ¢ | a vztahy

b+ c€{a,2a,3a,4a,...} a b€ {a,%a,%a,%a,...}.

Ze druhého vztahu plyne b+ ¢ < 2a, tudiz podle prvniho vztahu bud plati b+c¢ = a, a to
pravé kdyz b = ¢ = %a, nebo plati b4 ¢ = 2a, a to pravé kdyz b = ¢ = a. Tim je potiebny
zavér dokazan.

Za uplné feseni udélte 6 bodu, z toho 1 bod za spravnou odpovéd a 5 bodu za dikaz tvrzeni, ze a, b, ¢
nemohou byt tii rizna ¢isla. Bod za spravnou odpovéd ovsem priznejte, jen kdyz je k ni uvedena aspon
jedna vyhovujici trojice (a,b, ¢), napifklad (2,1,1) nebo (2b,b,b). Z 5 bodu za dukaz udélte 1 bod za
zapis (tfeba i slovni) vSech ti{ délitelnosti a | b+ ¢, b | a, ¢ | a a dalsi 1 bod za aspon jednu z nerovnosti
a<b+c b=<a,c< a. Za viechny tii nerovnosti a vysledek b + ¢ < 2a secteni poslednich dvou z nich
udélte 3 body (viz druhy postup z poznamky). Pfi postupu podobném tomu z jiného reseni udélte 2 body
za, aspol jednu z nerovnosti a = 2b nebo a = 2c a dalsi 1 bod za jejich secteni.
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2. Necht ABCD je obdélnik se stredem S a delsi stranou AB. Kolmice k primce BD
prochdzejici vrcholem B protne primku AC v bodé E. Rovnobézka s primkou BE
vedend stredem S protne stranu C'D v bodé F. Predpoklddejme, Ze |CE| = |BC].

a) Urcete velikost vhlu BSC'.
b) Dokazte, Ze |DF| = 2|CF].
(Jaroslav Svréek)

RESEN{. Popiseme nékolik postupii feseni obou ¢asti a) i b). Bez komentéie v nich
budeme vyuzivat znamé rovnosti |AS| = |BS| = |CS| = |DS|. Zduraznéme jeste,
ze podminka |AB| > |BC| ze zadani tulohy zarucuje, ze bod E lezi na prodlouzeni
uhlopricky AC' za bod C.

Cdst a), postup 1. Bod C lezi na pieponé SE pravouhlého trojihelniku SBE.
Soucasné lezi na ose jeho odvésny BE, nebot |CB| = |CE| podle zadéni. Z Thaletovy
véty tudiz plyne, Ze kruznice opsana tomuto trojihelniku méa stied pravé v bodé C.
Plati proto rovnosti |CB| = |CE| = |CS| = |BS]|, odkud plyne, Ze trojihelnik BSC' je
rovnostranny. Hledand velikost ithlu BSC' je proto 60°.

Cdst a), postup 2. Uhly EBS a CBA jsou pravé, a tedy shodné, a thel CBS je
jejich spolecnou c¢asti, a proto i thly FBC a SBA jsou shodné. Z rovnoramennych
trojihelniki BEC a ABS vsak plyne |[<EBC| = |XCEB| a |[<xSBA| = |xBAS)|. Plati
tudiz |XCEB| = |<xBAS| neboli |[XAEB| = |XBAE]|, a proto je také trojihelnik EAB
rovnoramenny a plati | BE| = |AB|. Rovnoramenné trojtuhelniky BEC a ABS jsou tudiz
podle véty usu shodné. Plati proto |BC| = |BS| = |CS]|, trojihelnik BSC' je tedy
rovnostranny, odkud |£BSC| = 60°.

Cdst a), postup 3. Oznaéme ¢ velikost thli pii zdkladné BE rovnoramenného
trojuhelniku BEC. S ohledem na |<EBS| = 90° je pak 90° — ¢ velikost thlu pfi
zakladné BC' rovnoramenného trojihelniku BC'S, a proto jeho treti ihel BSC ma
velikost 2. Trojuhelnik SBE tak méa vnitini thly velikosti 90°, ¢ a 2¢, plati tudiz
v+ 2¢ = 90°, odkud ¢ = 30°, a proto |£BSC| = 2¢ = 60°.
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Cdst b), postup 1. Uhel FSD je stejné jako tthel EBD pravy, nebot FS || EB
podle zadani. Z Feseni Casti a) vime, ze BSC' je rovnostranny trojihelnik. Rovnoramenny
trojihelnik C'DS ma proto vnitini thly velikosti 30°, 30° a 120°. Odtud pro vnitini thly
trojuhelniku C'F'S vychazi

|$FCS| = |£DCS| =30° a |XCSF|=|xCSD|— |£FSD|=120° — 90° = 30°,
3
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takze C'F'S je rovnoramenny trojihelnik a plati |SF| = |C'F|. Namisto rovnosti |DF| =
= 2|CF| tudiz staci dokazat rovnost |DF| = 2|SF|. Ta vsak jak zndmo plyne z pravo-
thlého trojuhelniku F'DS, nebot | FDS| = 30°.*

Cdst b), postup 2. Ukazme, ze pravotihly trojihelnik F DS lze vyuzit i jinak. Ozna¢me
d = |CS| = |BS| = |DS|. Z teseni casti a) vime, ze také |BC| = d, coz spolu
s |DB| = 2d vede podle Pythagorovy véty k rovnosti |DC| = dv/3. Z podobnosti
pravouhlych trojihelnika FDS a BDC mame |DF|/|DS| = |DB|/|DC|, odkud pro
délku tsecky DF vychazi

IDB|-|DS|  2d-d 2

DF| = — _Z.
IDF] |DC)| dv3 3

dV3 = ; IDC).

To uz zfejmé znamend, ze plati |DF| = 2|CF|, jak jsme méli dokézat.

Cdst b), postup 3. Oznacme M priseik piimek CD a BE. Jelikoz S je stied
usecky BD a SF || BM, je tsecka SF stredni pricka trojihelniku BM D, tudiz plati
|DF| = |FM|. Nasi ulohou je proto ukazat, ze C je stfed usecky FM. K tomu staci
ovérit, ze jsou shodné trojihelniky CFS a CME. Ty ovSsem maji shodné vrcholové thly
pri spoleéném vrcholu C' a rovnéz shodné stiidavé thly pti vrcholech F' a M; konecné
jsou shodné i jejich strany C'S a C'E, jak jsme ukazali v feSenich ¢ésti a). Podle véty usu
jsou tedy trojuhelniky C'F'S a CME skutecné shodné.

E

A B

Cdst b), postup 4. Oznacme G stied tisecky DE. Pak SG je stiedni pricka trojihelniku
BDE, a tudiz kromé F'S || BE platii SG || BE. Proto bod F' lezi na pticce SG, ktera je
zaroven téznici trojihelniku SED. Také tsecka DC' je jeho téznici, nebot |C'S| = |CE|

vV

a proto plati |[DF| =2 |CF|, jak jsme méli dokazat.

G
D F C
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* Plyne to z pozorovani, Ze rovnostranny trojihelnik je svou vyskou rozdélen na dva shodné trojihelniky

s thly 30°, 60°, 90°. Je mozné také primo vyuzit odtud plynouci rovnost sin 30° = %
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Cdst b), postup 5. Oznaéme H priisecik piimky SF se stranou AB. Ze stiedové
soumérnosti obdélniku ABC' D a z podobnosti trojihelniki AHS a ABE (véta uu) plyne

IDF| |BH| |BA| . |EA| | |ES|
ICF| ~ |AH| ~ JAH| ~ JAS| " JAS|

Podle Teseni ¢asti a) ovsem plati |EC| = |CS| = |SA|, takze |ES|/|AS| = 2, a proto
rovnéz |DF|/|CF| = 2, jak jsme méli dokdzat.

E

A H B

Cdst b), postup 6. Oznac¢me J stied tsecky BS. Podle feseni ¢asti a) je trojihelnik
BSC rovnostranny, takze tsecka C'J je jeho vyska. Nyni z CJ 1L BD a FS 1 BD
plyne, Ze trojihelniky C'DJ a F'DS jsou podle podle véty uu podobné. Proto ze ziejmé
rovnosti |DS| = 2|D.J| plyne rovnéz |DF| = 2|DC|. To uz znamend, ze skutecnd plati
|DF| =2|CF|.

E

Za 1plné feseni udélte 6 bodi, po 3 bodech za kazdou z ¢asti a) a b). V piipadé netplnych postupt
ocente diléi kroky nasledovné:
A1l. Dikaz rovnosti |[AB| = |BE|: 1 bod.
A2. Dtkaz rovnosti |SC| = |CE| (nebo tvrzeni, Ze C je stied kruznice opsané trojihelniku BSE): 2 body.
A3. Je-li FeSeni ¢dsti a) zaloZzeno na vypoctech thla (jako v nasem postupu 3), udélte:
> 1 bod za oznaceni nezndamé velikosti (feknéme ) jednoho z Ghli u vrcholu B, C, S nebo E
s cilem vyjadrit pomoci ¢ velikosti dalsich dhla potifebnych k vypoctu této neznamé.
> 1 bod za zminénd vyjadreni vedouci k sestaveni rovnice pro jednu nezndmou ¢ (na zdkladé
sou¢tu 180° vnitfnich thlt vhodného trojihelniku nebo rovnosti |[<EBS| = 90° ¢i rovnoramen-
nosti jednoho z trojthelniki BEC nebo BCS).
> 1 bod za vyfeSeni sestavené rovnice a urceni hodnoty |<BSC| = 60°.
Za zavedeni vice nez jedné nezndmé zadny bod neudélujte, dokud neni bud jejich eliminaci
ziskdna rovnice s 1 nezndmou (za 2 body), nebo je zapsina soustava rovnic, kterd m4 jediné
Feseni (rovnéz za 2 body).
B1. Dtkaz, ze trojthelnik CF'S je rovnoramenny: 1 bod.
B2. Dtikaz rovnosti |[DF| = 2|SF|: 1 bod.
B3. Myslenka vyuzit podobnosti trojihelnikit DF'S a DBC k porovnani délek jejich stran: 1 bod.
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B4. Dokresleni aspon jednoho z bodd M, G, H, J: 1 bod.
Za ¢ast a) udélte max(Al, A2, A3) bodi, za ¢ast b) pak max(B1+B2,B3,B4) bodu. Absenci zminky
o poloze bodu E na polopiimce opacné k polopiimce C'A tolerujte.
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3. Pro nenulovd redlnd cisla a, b, ¢ plati
a’(b+c) =b*(c+a)=cE(a+D).
Urcete vSechny mozné hodnoty vyrazu

(a+b+c)?
a?+ b+ 2 3
(Jaromir Simsa)

RESENI. UkaZeme, 7e ¢isla 1 a 3 jsou jediné mozné hodnoty daného vyrazu. Zdiraz-
néme, ze diky nenulovosti éisel a, b, ¢ plati a® +b? 4 ¢ > 0, takZe dany zlomek m4 smysl
a nase vypocty jeho hodnot budou korektni.

Upravujme nejprve prvni ze zadanych rovnosti:

a*(b+c) = b*(c +a),

a’b+ a’c = b*c + ba,

a’b —b%a = b*c — d’c,

ab(a —b) = ¢(b—a)(b+ a),
ab(a —b) = (b—a)(cb+ ca),
(a —b)(ab+ bc+ ca) = 0.

Analogickou tpravou druhé rovnosti dostaneme
(b —¢)(ab+ bc + ca) = 0.

Vidime, ze pokud ab+bc+ca # 0, pak platia—b=01ib—c =0, coz znamena a = b = c.
Je tedy nutné ab+ bc + ca = 0 nebo a = b = c¢. Podivejme se na hodnotu daného vyrazu
v kazdém z obou pripadi.
V pripadé ab + bc 4 ca = 0 plati
(a+b+c)?  a*+0*+cE+20ab+bc+ca) o +b0*+

— = =1
a? + b + 2 a? + b2 4 2 a? 4+ b2 4 2 ’

zatimco v pripadé a = b = ¢ vychazi

(a+b+c)? (3a)? ~ 9a*
A?+02+c  a?+a?+a®  3a>

Oba piipady jsou mozné, naptiklad prvni nastane pro (a,b,c) = (3,6,—2) a druhy pro
(a,b,c) = (1,1,1).* (Ovéteni rovnosti ze zadéni je pro trojici (3,6, —2) snadné, pro trojici
(1,1,1) je trivialni.)

* Prvni uvedeny piiklad mé jednodussi alternativu (a,b,c) = (2,2,—1), kterou lze snadno najit, kdyz
v rovnosti ab+bc+ ca = 0 polozime b = a. Dostaneme tak rovnost a(a+2c) = 0, takze staci vzit b = a = —2¢,
kde ¢ # 0.
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JINE RESEN{. Kratsim postupem odvodime podminku, Ze plati ab+ bc+ ca = 0 nebo
a = b = c. (Pak uz je mozné reseni dokoncit jako puvodné.)
Odecteme-li soucin (b + ¢)(c + a)(a + b) od kazdého ze ti{ vyrazi v rovnostech

a*(b+c) =b*(c+a) = F(a+b),
dostaneme po vytknuti spole¢nych ciniteli rovnosti
(b+c)[a® = (a+b)(ct+a)] =(c+a)[b’ — (a+b)(b+c)] = (a+Db)[c* — (b+c)(c+a)l.
Vyrazy v hranatych zavorkach se rovnaji témuz vyrazu —(ab + be + ca), takze plati
—(b+c¢)(ab+ bc+ ca) = —(c+ a)(ab+ be + ca) = —(a + b)(ab + be + ca).

Odtud v pripadé ab + bc + ca # 0 vychazi b+ c=c+a =a+ b, a tedy a = b = ¢, jak
jsme slibili odvodit.

Za Uplné teseni udélte 6 bodu, tolerujte pritom absenci tvodni zminky o tom, ze zadany zlomek ma

smysl. V pripadé netplnych postupt ocente dil¢i kroky nasledovneé:

A1. Odvozeni rozkladu (a — b)(ab + bc + ca) = 0 nebo rozkladu analogického: 2 body.

A2. Zdivodnéni, ze plati a = b = ¢ nebo ab + bc + ca = 0: 3 body.

A3. Urceni hodnoty vyrazu v piipadé ab + bc 4 ca = 0: 1 bod.

A4. Uvedeni prikladu nenulovych ¢isel a, b, ¢ splnujicich kromé rovnosti ze zadani i rovnost ab + bc +
4+ ca = 0: 1 bod.

A5. Urceni hodnoty vyrazu v pfipadé a = b = ¢: 1 bod.

Celkem pak udélte max(Al, A2) + A3 + A4 + A5 bodu.

Za, jakékoli upravy zadanych rovnosti, které nevedou k zédvéru z Al ani A2, zddné body neudélujte.
Pokud by resitel podle dosavadnich pokyntu nemél ziskat zadny bod, udélte 1 bod za uvedeni hypotézy, Ze
jediné mozné hodnoty daného zlomku jsou 1 a 3, jsou-li obé dolozeny piikladem trojice (a, b, ¢) nenulovych
Cisel, ktera splnuje rovnosti ze zadani.



