73. ro¢nik Matematické olympiady — 2023 /2024

Resend iloh domdciho kola kategorie P

P-I-1 Potrubni posta
Nejprve se zamysleme nad okrajovymi ptripady:

® Pokud k£ = 0, nemame zadné koncovky a tedy neumime nic propojit.
Uloha tedy nemé feseni. Jedinou vyjimkou je situace, kdy n = 1: jedina
stavajici kancelaf je sama se sebou propojena i bez potrubi.

® Podobné jsme na tom pro £k = 1. Pro n = 1 neni tfeba délat nic. Pro
n = 2 mame dvé kancelaie a v kazdé jednu koncovku. Pokud jsme na
vstupu dostali potrubi mezi nimi, uz jsme hotovi; a kdyz ne, toto potru-
bi postavime. Pro n > 2 TeSeni opét neexistuje: jakmile jsou libovolné
dvé kancelare propojené potrubim, k ani jedné z nich jiz nevime pfipojit
zédnou jinou.
Tim jsme s okrajovymi pfipady skoncili. Ukazeme si totiz, ze pro k > 2 feseni

vzdy existuje a pro vSechny tyto vstupy ho umime sestrojit stejnym postupem.

Komponenty souvislosti

Na vstupu mame neorientovany graf: kancelafe jsou jeho vrcholy, jiz existujici
potrubi jsou hrany. Tento graf si mizeme rozdélit na komponenty souvislosti — tedy
skupiny kancelaii, které jiz spolu umi komunikovat.

V zadéni jsme obdrzeli zaruku, ze vSechna v soucasnosti existujici potrubi jsou
nezbytna. Z této podminky plyne, ze v nasem grafu nemohou byt zadné cykly: Pokud
bychom umeéli néjakou posloupnosti ruznych potrubi poslat zpravu tak, aby skoncila
tam, kde zacinala, znamenalo by to, Ze jedno libovolné z téchto potrubi mizeme
odstranit (necht toto potrubi naptiklad spojuje kancelafe u a v; jeho odstranéni nijak
neovlivni, které s kancelari spolu mohou komunikovat, jelikoz mezi kancelafemi u
a v stdle mizeme zpravy posilat pres zbytek cyklu).

Komponenty souvislosti naseho grafu jsou tedy stromy — souvislé acyklické
grafy.

Kazdy strom s x vrcholy ma presné x — 1 hran: Kdyz postupné mazeme hrany
stromu, smazani kazdé rozpoji jednu ¢ast na dvé, a tedy o jedna zvysi pocet kom-
ponent. Abychom dostali ze souvislého stromu x izolovanych vrchol, musime tedy
postupné smazat x — 1 hran.

Kazda hrana mé dva konce, proto plati, Zze kazdy strom s x vrcholy mé soucet
stupni vrcholt presné 2(x — 1) = 2z — 2. Z toho vidime, Ze ve stromu nemohou mit
vSechny vrcholy velky stupen.

Presnéji, umime dokazat, ze kazdy strom s x > 1 vrcholy ma alespon dva listy
— vrcholy stupné 1. Ve stromu s vice nez jednim vrcholem méa kazdy vrchol stupen
alespoil 1 (nebot Zadny vrchol neni plné oddélen od zbytku). Pokud bychom méli
nanejvys jeden vrchol stupné 1 a tedy alesponi z — 1 vrchold, které maji vSechny
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stupen alespon 2, méli bychom soucet stupnt vrcholt alespon 2z — 1, coz uz je prilis
mnoho.

Vzorové reSeni

Nyni mame v8e pripraveno k tomu, abychom tlohu vyftesili pro £ > 2 terminaly
v kazdé mistnosti.

Vstupni graf rozdélime na komponenty souvislosti a tyto ocislujeme od 1 do
s. Toto umime udélat v linedrnim case, naptiklad prohledavanim do hloubky nebo
do sifky (jelikoz graf na vstupu mé méné hran nez vrchold, ¢as linedrni ve velikosti
celého grafu je totéz, jako Cas linedrni od poétu jeho vrcholu, tedy O(n)).

V kazdé komponenté si vybereme dva libovolné vrcholy stupné 1, ty nazveme
termindl A a termindl B. Specidlnim pfipadem budou komponenty tvofené jedinym
izolovanym vrcholem. Ten bude i termindlem A i termindlem B své komponenty.

Nové potrubi nyni pfiddme nasledovné: pro kazdé ¢ od 1 do s — 1 spojime
potrubim terminal B komponenty ¢ s termindlem A komponenty i + 1.

Je zjevné, ze takto spojime vSechny komponenty do jednoho ,fetézu“, a tedy na
konci dostaneme souvislou sit potrubi obsahujici vSechny kancelafe. Také je zjevné,
ze nikdy nepfekroc¢ime limit k na pocet koncovek — z kazdé kancelare, ktera dostala
néjaké nové potrubi, na konci vedou nanejvys dvé potrubi, coz je urcité v limitu,
jelikoz fesime pripad s k > 2.
from random import randint

N, K, M= [ int(_) for _ in input().split() ]

G = [ [] for n in range(N) ]

stupen = [ 0 for n in range(N) ]

for m in range(M):
x, y = [ int(_) for
G[x] .append(y)
G[y] .append(x)
stupen[x] += 1
stupen[y] += 1

_ in input().split() ]

if K == 0:
if N ==
print (0)
else:
print(-1)
exit ()

if K ==
if N ==
print (0)
elif N ==
if M == 0:
print (1)
print(0, 1)
else:
print (0)
else:
print(-1)
exit()



F=0
barva = [ None for n in range(N) ]
for n in range(N):
if barval[n] is None:
barva[n] = F
todo = [n]
while len(todo) > O:
x = todo.pop()
for y in G[x]:
if barvaly] is None:
barvaly] = F
todo.append (y)
F+=1

komponenty = [ [] for f in range(F) ]
for n in range(N):
komponenty[ barval[n] ].append(n)

print(F-1)
for f in range(F-1):
for x in komponenty[f]:
if stupen[x] <= 1: break
for y in komponenty[f+1]:
if stupenl[y] <= 1: break
print(x, y)
stupen[y] += 1

P-I-2 Barevny plot

Najdéme si barvu, kterd ma na zac¢atku na ploté nejvice vyskytl, a spocitejme,
kolik jich je. Je-li jich v, znamen4 to, ze mame w = n—v laték jiné barvy. Pokud d <
n—v, mame méalo dni na to, abychom natfeli cely plot jednou barvou, a tedy budeme
chtit vyrobit co nejdelsi jednobarevny tsek nékde na ploté. Pokud d > n—wv, budeme
chtit mit cely plot jedné barvy (a skoro vZdy toho i budeme umét dosdhnout).

Mame-li dost ¢asu

Jediny $patny piipad je situace kdy n > 1 (mame alesponn dvé latky), v =
n (cely plot uz je jedné barvy) a d = 1 (je pfesné jeden den, kdy musime néco
prebarvit).

V této situaci si musime plot pokazit. Optimalni je samoziejmé pokazit ho
co nejméné: piebarvime latku na jednom z koncii, éimz stile dostaneme souvisly
jednobarevny tsek tvoreny zbyvajicimi n — 1 latkami.

(Ve vyse uvedeném rozboru je dilezité nezapomenout na n > 1. Pokud totiz
méame jen jednu latku, tak po jejim prebarveni nebude mit nejdelsi jednobarevny
asek délku n — 1 = 0. Piebarvend lafka totiz bude novym tsekem délky 1, jen v jiné
barvé.)

Ve vSech ostatnich pfipadech s d > n — v umime pfebarvit cely plot na jednu
barvu. Mame-li jednobarevny plot a d > 1, vybereme si jednu latku a tu postupné
d-krat prebarvime — napf. pokazdé na novou barvu, jen posledni den zpét na tu
puvodni.



Méme-li w > 0 laték spatné barvy, podivame se, kolik dni mame. Pokud d = w,
tak je to jednoduché: postupné pirebarvime vSechny $patné latky na dobré. Pokud je
d vétsi, tak predtim budeme d — w dni délat zbytecnou praci, kterd nam ale nezkazi
feSeni. Vybereme si jednu konkrétni latku Spatné barvy a ten v kazdém z prvnich
d — w dni pfebarvime — pokazdé na novou $patnou barvu.

Mame-li malo ¢asu

Uvazme nyni pfipad, ze d < n—wv, a tedy nemame dost ¢asu na to plot prebarvit
na jednobarevny. V tomto pripadé barva, které je momentalné na ploté nejvice,
nemusi byt barvou, kterou bude na konci mit nejdelsi souvisly usek. Jednoduchy
protiptiklad pro d = 0 je plot 1,1,2,2,2,1,1. Obecné plati, ze méné vyskytu, které
jsou ale blize u sebe, ndm mohou dat lepsi feseni.

Je pomérné zjevné, ze v optimalnim feSeni budeme vSechny dny pouzivat tutéz
barvu: tu, kterou bude mit na konci souvisly tsek, ktery vyrabime. Pokud bychom
méli libovolny postup, ve kterém nékteré dny pouzivame i jinou barvu, tak bychom
uméli dostat lepsi feseni tak, ze vSechny ty dny vynechame, ostatni provedeme a
nasledné jesté prodlouzime usek, ktery jsme po nich dostali.

O daném souvislém tseku tvofeném ¢ latkami plotu budeme fikat, Ze jej stthdme
prebarvit, pokud plati, Ze nékterd barva se na ném vyskytuje alespon (¢ — d)-krat.
Optimalni feseni zjevné dostaneme tak, Zze najdeme a nasledné prebarvime nejdelsi
usek, ktery stthame prebarvit.

Vlastnost, zda stihdme néjaky tsek plotu prebarvit, je monoténni: ma-li ji
néjaky tsek, maji ji zjevné i vSechny jeho podiseky. Toto pozorovani ndm pomiize
efektivné najit nejdelsi takovy tsek.

Pomalejsi FeSeni

Pokud bychom znali barvu f, kterou ma mit vysledny tisek, uméli bychom nasi
tlohu vyftesit v linearnim case.

Predstavme si misto pivodniho plotu nové pole, ve kterém mame 1 pro tseky
nespravné barvy (rtizné od f) a 0 pro tUseky spravné barvy. V takovém poli plati,
ze soucet kazdého tseku odpovida poctu dni, které potfebujeme k jeho prebarveni
na spravnou barvu. Hleddme tedy nejdelsi tisek se sou¢tem (nanejvys) d. Pro kazdy
mozny zacatek tseku budeme hledat jeho nejvzdalenéjsi mozny konec.

Toto mizeme udélat napiiklad tak, Ze si k tomuto novému poli predpocita-
me jeho prefixové souc¢ty. Pomoci nich pak umime uréit soucet libovolného tseku
v konstantnim c¢ase a pomoci toho vime pro kazdy konkrétni zacatek najit jeho
nejvzdalenéjsi mozny konec bindrnim vyhleddvanim v ¢ase O(logn). JelikoZ moz-
nych zacatki je n, tento algoritmus najde nejlepsi feSeni pro konkrétni barvu v Case
O(nlogn).

Existuje i jesté lepsi feseni pomoci techniky dvou pointerti. Klicové je uvédomit
si, ze pokud pro néjaky zacatek z zname jeho optimalni konec k, tak pro zacatek
z+ 1 musi byt optimélni konec alespon k — totiz tsek od z 4+ 1 po k urcité prebarvit
umime, kdyz jsme uméli obarvit cely tisek od z po k. Mizeme tedy postupovat tak,
ze v cyklu postupné vyzkousSime vSechny zacatky z od 1 do n a pro kazdy z nich
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postupné zvétsujeme k, dokud nenajdeme to optimalni. Toto TeSeni mé c¢asovou
slozitost O(n), protoze dohromady za cely jeho béh proménnou k zvétsime nanejvys
n-krat.

Samoziejmé, toto FeSeni jesté neni kompletni, nebot optimalni barvu nezname.
Mizeme ale postupné vyzkouset kazdou z O(n) barev, které se na zac¢atku vyskytuji
na ploté, a vybrat nejlepsi z vSech téchto feSeni. Takto dostavame korektni feseni
s ¢asovou slozitosti O(n?) nebo O(n?logn), podle toho, kterou technikou fesime
jednotlivé barvy.

Vzorové feSeni

Vyse popsané feseni umime zefektivnit. Stale budeme pouzivat techniku dvou
pointeri, tentokréat to ale udélame pro vsechny barvy najednou. Abychom to uméli
délat efektivné, budeme si muset pamatovat trochu vice informaci o pravé zpraco-
vavaném useku pole. Jmenovité si budeme pamatovat nasledujici tdaje:

e Pro kazdou barvu f si budeme pamatovat jeji pocet vyskytt v[f] v aktu-
alnim dseku.

e Abychom védéli, jestli aktualni tsek jesté umime obarvit, potiebujeme
znat kromé jeho délky jesté i maximum z hodnot v[f]. Toto si budeme
proto udrzovat v pomocné proménné. Jemu odpovidajici barva f je ta,
kterd ma v aktualnim tseku nejvic vyskyti, a tedy ta, na kterou bychom
ho za nejméné dni uméli pfebarvit.

e Abychom védéli proménnou z piedchoziho bodu efektivné piepocitivat,
budeme potiebovat védét, kdy se zmeénila. Toto zjistime tak, ze si budeme
pamatovat histogram hodnot v[f]: pro kazdou hodnotu z ve v si budeme
pamatovat hlr] = kolikrat se tato hodnota aktudlné nachézi v poli v.
Napiiklad h[7] = 3 znamend, Ze existuji pravé tii rizné barvy f1, fa, f3
které maji v aktudlnim tiseku po sedmi vyskytech.

Kdyz aktuélni tsek o policko prodlouzime, provedeme néasledujici operace:

® Zvysime o 1 pocet vyskytd barvy f, kterd pravé pribyla.

e Upravime histogram: Napf. pokud barva f méla 6 vyskytd a nyni jich
mé 7, zmensime h[6] a zvétdime A[7].

® Pokud pocet vyskyti aktualni barvy pravé prekrocil aktualni maximum
poctu vyskyti, upravime i toto maximum.

Zkraceni useku o policko vypada skoro stejné, s jedinym rozdilem: pokud jsme
zmensili pocet vyskyta barvy, kterd méla aktudlni maximum poctu vyskyta, podiva-
me se na histogram, abychom védéli, zda zmensit aktudlni maximum, nebo zistava
stejné (jelikoz jesté existuji jiné barvy s timto poétem vyskyti).

Podobné jako u feseni s jednou barvou, i zde celé feSeni dohromady bézi v li-
nearnim ¢ase — operace, které jsme ptidali navic, provadime jen O(n)-krat a kazdou
umime provést v konstantnim case.

V posledni sadé mohou byt ¢isla barev velka, takze nemtizeme na v pouzit
obycejné pole, ale néjakou implementaci asociativniho pole — nap¥. vyvazZovanym
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bin4rnim stromem nebo he$ovaci tabulkou. Casova sloZitost pak miize byt o néco
malo horsi nez linearni, jeji presnd podoba bude zaviset na zvoleném feSeni imple-
mentace v.

from collections import defaultdict

def nova_barva(barva, zakazana = None):
# vrati barvu rdzné od té plvodni a p¥ipadné zakazané
# konstanti Casova sloZitost: cyklus probéhne nejvySe 2x
while True:
barva = (barva + 1) % 10%*9
if barva != zakazana: return barva

# nacteme vstup

typ = int(input())
N, dni = [ int(_) for _ in input().split() ]
plot = [ int(_) for _ in input().split() ]

# specialni pripad N = 1: jen stale piebarvujeme

if N ==
print (1)
for d in range(dni):
plot[0] = nova_barva(plot[0])
print (0, plot[0])
exit()

# najdeme barvu, ktera se vyskytuje nejcastéji, a pocet jejich vyskytd

pocet = defaultdict(int)

for barva in plot: pocet[barval += 1

najviac = max(pocet.values())

najcastejsia = next(barva for barva in pocet if pocet[barval == najviac)

# specialni pripad: musime pokazit jednobarevnjy plot

if najviac == N and dni ==
print (N-1)
print (0, nova_barva(plot[0]))
exit ()

# specialni pripad: mame jednobarevny plot, ten pokazime a poté zase opravime

if najviac ==
print (N)
for i in range(dni-1):
plot[0] = nova_barva(plot[0], najcastejsia)
print (0, plot[0])
print (0, najcastejsia)
exit ()

# v8echny ostatni pfipady, kdy miZeme udé€lat celyj plot jednobarevny

if dni >= N - najviac:
print (N)
ina = next(i for i in range(N) if plot[i] != najcastejsia)
# nadbytecné dny stravime zbytelnou praci
while dni > N - najviac:
dni -= 1
plot[inal = nova_barva(plot[inal, najcastejsia)
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print(ina, plot[inal)
# a poté vSe obarvime spravné
for i in range(N):
if plot[i] != najcastejsia:
print(i, najcastejsia)
exit ()

# zbyva pripad, kdy neméme Cas na obarveni celého plotu jednou barvou
# musime tedy najit nejdel$i isek, ktery umime pfebarvit na jednobarevny

max_od, max_do = 0, O

# pro kazdou barvu si pamatujeme, kolikrat se vyskytuje v aktudlnim idseku
histogram = defaultdict(int)
for barva in plot: histogram[barva] = 0

# naopak, pro kazdy poCet p si pamatujeme, kolik barev se v aktudlnim idseku
# vyskytuje pravé p-krat

aggregate = defaultdict(int)

aggregate[0] = len(histogram)

od, do, max_pocet = 0, 0, O

while True:

if do - od - max_pocet <= dni:
# aktudlni dsek lze udélat jednobarevny
# zkontrolujeme, zda nemdme rekord
if do - od > max_do - max_od: max_od, max_do = od, do
# zkusime aktudlni dsek prodlouZit o latku plot[do]
if do == N: break
aggregate[ histogram[ plot[do] ] ] -=1
histogram[ plot[do] ] += 1
aggregate[ histogram[ plot[do] ] ] +=1
max_pocet = max(max_pocet, histogram[ plot[do] 1)
do += 1

else:
# aktudlni idsek nelze obarvit jednobarevné, musime ho
# zkratit o latku plot[od]
aggregate[ histogram[ plot[od] ] ] -=1

histogram[ plot[od] ] -= 1

aggregate[ histogram[ plotlod] 1 ] +=1

if aggregate[max_pocet] == 0: max_pocet -= 1
od += 1

# uZz zname nejlepSi tsek, je ho tedy potfeba prebarvit
print (max_do - max_od)

pocet = defaultdict(int)

for barva in plot[max_od:max_do]: pocet[barva] += 1

najviac = max(pocet.values())

najcastejsia = next(barva for barva in pocet if pocet[barval] == najviac)

for i in range(max_od, max_do):
if plot[i] != najcastejsia:
print(i, najcastejsia)



P-I-3 Policajti a zlodéj

Ukazeme si nejprve pomalé feSeni, které je ale obecnéjsi a da se pouzit pro
mnoho riznych her, a pak efektivni feseni fungujici jen pro tuto konkrétni hru.

Obecna technika feSeni takovych her

Predstavme si, ze na zacatku maji vSechny mozné pozice hry bilou barvu.
(Pozice zahrnuje polohy obou policistii i zlodéje a informaci, kdo je pravé na tahu.)
Pozice ted budeme chtit vSechny obarvit: ty, ve kterych mé vyhravajici strategii
policisté, by méli skoncit modré, a ty ostatni, ve kterych ma vyhravajici strategii
zlodéj, Cervené.

Na zacatku mizeme modrou obarvit pozice, kde policisté pravé vyhrali — tedy
néktery policista je na stejném policku jako zlodé;j.

Nésledné si mizeme vybrat libovolnou bilou pozici b a udélat pro ni nasledujici
uvahu. Podivejme se, kdo je na tahu. Pokud jsou to policisté, vyzkousejme vSech-
ny moznosti, jak mohou udélat prvni tah. Pokud nékterd z nich vede do pozice,
kterd je uz modré (tj. vime, Ze z ni umi policisté vyhrat), i tuto pozici b mizeme
obarvit modfe. Navic si umime zapamatovat i tu moznost prvniho tahu, ktera nas
dovedla do modré pozice — toto je zacatek optimalni strategie pro policisty v této
pozici.

Pokud je na tahu zlodéj, také vyzkousime vSechny moznosti, jak umi udélat on
svij prvni tah. Tentokrat vsak bude naSe tivaha trochu jina: pokud vsSechny mozné
zlodéjovy tahy vedou do modrych pozic, i aktualni pozici mizeme obarvit modfe.
Slovné: libovolnym tahem, ktery zlodéj muze provést, se dostane do pozice, o které
uz vime, ze v ni maji vyhravajici strategii policisté. V takové situaci zlodéj neumi
zabranit vyhfe policistu.

Vyse popsané ivahy ndm davaji induktivni definici modrych pozic. Implemen-
tovat ji umime velmi pfimocarou hrubou silou. Obarvovani budeme délat v kolech.
V kazdém kole projedeme v cyklu pres vSechny mozné pozice a pro kazdou, ktera je

Tento proces zjevné musi Casem zkonvergovat - diive nebo pozdéji nastane
kolo, ve kterém jiz zddnou novou pozici neobarvime. Tehdy pochopitelné cely proces
skoncime.

Zbytek obarvovani uz bude primocary: vSechny pozice, které zustaly bilé, obar-
vime cervené. Tvrdime tedy, ze ve vSech téchto pozicich uz ma vyhravajici strategii
zlod€j. Pro¢ je tomu tak? Pokud jsou v takové pozici b na tahu policisté, zadny je-
jich tah nevede do modré pozice (jinak bychom pozici b také obarvili modie), a tedy
vSechny jeho mozné tahy nyni vedou do ¢ervenych pozic. A je-li v takové pozici na
tahu zlodéj, existuje alesponi jeden tah, ktery nevede do modré pozice, a tedy vede
do Cervené pozice — a toto je tah, ktery ma v dané situaci zlod€j provést. Zlodéj
takto umi zajistit, Ze je-li zacatec¢ni pozice Cervend, tak vSechny pozice béhem celé
hry budou ¢éervené, a tedy policisté ho nikdy nechyti.

Toto Feseni ma polynomialni ¢asovou slozitost. Existuje O(rs) poloh kazdé oso-
by, a tedy O(r3s®) pozic v nasi hie. Pii obarvovéani vime kazdou pozici zkontrolovat
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v konstantnim ¢ase (moZnosti pro prvni tah kazdého hréce je jen konstantné mnoho),
jedno kolo obarvovani tedy probéhne v O(r3s?).

No a jelikoz v kazdém kole kromé posledniho alespon jednu pozici piebarvi-
me z bilé na modrou, kol je nanejvys rfadové tolik jako pozici. Dohromady tedy
dostavame hruby horni odhad &asové slozitosti O(r°s).

Tento odhad je jen hruby proto, Ze ve skutecnosti kol obarvovani bude fadoveé
méné a ve vétSiné z nich obarvime spoustu novych pozic modre. Tésnéjsi odhad by
v8ak byl vyrazné komplikovanéj$i a na nic ho vlastné nepotfebujeme, takze si ho
odpustime.

Vzorové reSeni

Ukazeme si nyni, ze v této konkrétni hie policisté dokonce vzdy umi vyhrat: na-
prosto vSechny pozice skon¢i modré. Najdeme pro néj navic jednoduchou vyhravajici
strategii, pro kterou nebudeme ani potiebovat prochézet pfes vSechny pozice.

Strategie policisti bude sestavat ze dvou fazi. Prvni fazi zacneme tim, Ze poli-
catim v duchu dame dvé rtzné c¢epice s pismeny R a S: bude z nich tedy fadkovy a
sloupcovy policista.

V této fazi bude nasim cilem provést tah, po kterém bude fadkovy policista ve
stejném Fadku jako zlodéj a sloupcovy policista ve stejném sloupci jako zlodéj.

Strategie, jak toho dosdhnout, je pfimocara: V kazdém tahu se podivame, zda
je radkovy policista ve spravném tadku, a pokud ne, posuneme ho do fadku blizsiho
ke zlodéji. Nasledné udélame totéz pro sloupce.

Tato faze skon¢i do max(r, s) krokii. Diikaz: Bez Gjmy na obecnosti at fddko-
vy policista zacina ve vyssim fadku nez zlodéj. Potom nez tento policista poprvé
nedosdhne zlodéjuv radek, bude se v kazdém kole hybat jen dold. Po méné nez r
takovych krocich by dosahl spodni okraj a v nejhorsim pfipadé pravé tehdy prisel
do zlodé&jova radku.

Jakmile uz jeden policista dosahl svého cile a druhy jesté ne, prvni policista
bude v kazdém kole kopirovat pohyb zlodé&je, takZze i po kazdém dalsim tahu bude
tento policista na téze jedné souradnici jako zlodé;j.

Jakmile jsme udélali tah, ve kterém fadkovy i sloupcovy policista obsadili sviij
radek a sloupec, zac¢ina druha faze. V této se radkovy policista chce hybat po svém
fadku smérem ke zlodéji a zaroven sloupcovy policista chce udélat to samé ve svém
sloupci.

Presnéji budeme ve druhé fazi postupovat nasledovné: Pokud zlodéj ztstane
stat na misté, oba policisté se posunou smérem k nému. Pokud se zlodéj pohne do
jiného fadku, fadkovy policista se také pohne do téhoz fadku (ve kterém zlstava
stejné daleko od zlodéje), zatimco sloupcovy policista se pohne ve svém sloupci
smérem ke zlodéji. Pohyb zlodéje do jiného sloupce vyfesime analogicky.

Tato druhé fize zarucené vzdy skonéi (tim, Ze policista chyti zlodéje) a bude
trvat méné nez r + s taha.

Argument je v podstaté stejny jako v prvni fazi. Opét méame vlastné dvé samo-
statné jednorozmérné situace — v prvni fazi se policista R snazil dostat do zlodéjova
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fadku a policista S do jeho sloupce, ve druhé fazi se policista R snazi dostat do
zlod€&jova sloupce a policista S do jeho fadku. Rozdil je jesté v tom, ze v prvni fazi
jsme uméli vzdy pohnout obéma policisty pozadovanym smérem, ve druhé fazi se
ndm muze stat, ze jeden policista ,zistane na misté“ (kdyZ se divame jen na tu jeho
soufadnici, kterd nas nyni zajima) a teprve druhy se pohne.

Formalnéji by se tento dikaz dal zformulovat naptiklad nasledovné: Bez Gjmy
na obecnosti pfedpokladejme, Ze na zacatku faze je fadkovy policista nalevo a sloup-
covy policista nahoru od zlodéje. Potom po kazdém tahu policistid toto bude opét
platit (dokud zlodé&je nechyti) — zlodéj neumi projit kolem policisty a dostat se na
jeho druhou stranu. Uvazme nyni soucet dvou hodnot: vzdéalenost prvniho policisty
od pravého okraje plus vzdalenost druhého policisty od dolniho okraje. V kazdém
tahu se tento soucet zmensi (alespori o 1, mozna o 2). A jelikoZ tento souéet nemuze
byt nikdy zaporny, hra musi ¢asem skoncit — to se ale stane jen chycenim zlodéje.

Reseni, které jsme si pravé popsali, ma ¢asovou slozitost (k odehrani celé hry)
O(r + s) — ¥ddové tolik tahti v nejhor$im piipadé odehrajeme, pfi¢emz kazdy tah
umime provést v konstantnim case. Toto je zjevné optimalni.

P-I-4 O Vekslakbotovi a Pokladnidéce

Poduloha a: Porovnej a pfebarvi

V naSem feSeni nebudeme mit zadna omezeni. Pokyny budou vypadat nasle-
dovné:

1. ¢ervenda, modra — 2tyrkysova
2. modra — tyrkysova
3. Cervend — rizova

4. ruzova, tyrkysova — 2ruzova

Dokud mame cervené i modré zetony, instrukci 1 odebereme jeden od kazdého
a za to pfidame dva tyrkysové. Pokud nam zadné modré ani ¢ervené nezistanou,
mame, co jsme chtéli. Pokud zistaly jesté néjaké modré, instrukci 2 je postupné
,prebarvime® na tyrkysové a opét skoné¢ime s ¢ + m tyrkysovymi.

Naopak, pokud ndm po pouzivani instrukce 1 zistaly néjaké cervené zetony
(a tedy jich bylo vice nez modrych), tak je pomoci instrukce 3 vyménime za rtizové.
Nésledné prijde ke slovu instrukce 4, pomoci niz ,prebarvime“ vSechny tyrkysové
(jeZ vznikly instrukei 1) na rizové. Vimnéte si, Ze instrukei 4 lze pouzit pouze tehdy,
kdy jiz mame alespon jeden rizovy zeton — v situaci se samymi tyrkysovymi pouzit
nelze.

Poduloha B: Séitani bez pomocné barvy

Zadani této ulohy se velmi podobé prikladu 2 ze studijniho textu. Hlavni rozdil
je v tom, zZe jsme na zacatku nedostali zeleny zeton, jenz by nam pomohl rozlisit,
ktery krok feseni pravé provadime.

Pokud se budeme divat jen na pocty zetont v pokladniéce, muzeme si v§imnout,
Ze kterakoli instrukce, jez by se dala vykonat za zacatku (kdy méme jen Cervené a

10



modré Zetony), by byla vykonatelna i v koncovém stavu, do néjz se chceme dostat
(tehdy méame stejny pocet Cervenych i modrych Zetond jako na za¢atku) — to by
ale znamenalo, ze vypocet jesté neskoncil. Chceme-li tomu zabranit, musime sikovné
vyuzit omezeni.
Nase feseni oproti prikladu 2 udéla nékolik tprav:
e ZruSime instrukci, kterd zahazovala zluty Zeton, a prosté si jej na
konci feSeni ponechame.

e Na konec seznamu instrukci pfiddme novou instrukci ) — zelena.
Tato instrukce se pouzije v uplné prvnim kroku vypoctu, kdy se
jesté zaddna jind pouzit neda.

e Priddme omezeni zelend + zlutd < 1. Diky tomuto omezeni jiz na
konci vypoctu nebudeme moci znovu pouzit instrukci, jez z niceho
vyrobi zeleny Zeton.

N4&s program bude tedy mit omezeni zelena+zluta < 1 a pokyny budou vypadat
nasledovné:
. Cervena, zelend — tmavocervena, zelena
. modré, zelend — tmavomodra, zelena
. zelend — zluta
tmavodervend, zlutd — ¢ervena, fialova, zlutéa
. tmavomodra, zlutd — modré, fialové, zluté

. 0 — zelena

I N

Poduloha C: Nasobeni

Hlavni myslenka feSeni této tlohy je, Ze nasobeni je jen opakované s¢itani.
Pokud budeme dokola opakovat operaci ,odeber jeden Cerveny Zeton a potom za
kazdy modry pridej jeden fialovy“, dostaneme na konci pravé c-krat m fialovych
zetond.

Ve druhém piikladé studijniho textu jsme vidéli techniku, jak p¥idat m fialo-
vych Zetond a zaroven nepfijit o zddné modré: Nejdiive zménime vSechny modré na
tmavomodré a potom kazdy tmavomodry zeton vyménime za jeden modry a jeden
fialovy.

Na kontrolu toho, kterym smérem pravé ménime zetony, pouzivame jeden Zeton
jiné barvy: Pokud mame zeleny Zeton, ménime modré. KdyZz nam modré dojdou,
vyménime zeleny zeton za zluty, a dokud méame zluty Zeton, ménime tmavomodré
zetony nazpét. Kdyz ndm dojdou tmavomodré zetony, zahodime i zluty Zeton.

Zde je ptislusné posloupnost instrukci:

1. modré, zelend — tmavomodra, zelené

2. zelend — zluta

3. tmavomodra, zlutd — modra, fialova, zluta
4. 7lutd — ()
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Pokud se ndm odnékud objevi zeleny Zeton, vyse uvedeny program piida to-
lik fialovych Zetont, kolik ma na zac¢dtku modrych. Ted jesté potfebujeme dofesit
spusténi tohoto cyklu. Na to staci jedna nova instrukce:

5. dervena — zelend

Tato instrukce je v poradi pozdéji, takze se vykona jen tehdy, kdyz nemtizeme
pouzit zddnou z téch predchazejicich — tedy pouze kdyz zrovna nemame ani zeleny,
ani zluty Zeton. Pokazdé, kdyZz tato situace nastane (poprvé je to hned na zaéat-
ku vypoctu), vyménime jeden Cerveny Zeton za zeleny, ¢imz spustime jedno kolo
kopirovani modrych na fialové.

Nyni uz mame korektni program na nasobeni: Kdyz dojdou c¢ervené zZetony a
dobéhne posledni kolo kopirovéani, tento program skon¢i a budeme mit ¢-m fialovych
zetonl — tedy presné tolik, kolik jsme chtéli — ale také m modrych zetontu. To je vsak
jednoduché vyrtesit:

6. modra — 0

Pokud nemtzeme pouzit zaddnou z vysSe uvedenych instrukci, pfijde fada na
instrukcei 6, kterd na konci vypoctu zahodi vSechny modré zetony.

12



