73. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2023/2024)

/7 7/

Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii C

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tdloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Existuje deset po sobe jdoucich prirozenych cisel, kterd jsou po radé délitelnd cisly
9,7,5,3,1,1,3,5,7,97 (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Petr napsal na tabuli 7 po sobé jdoucich prirozenych ¢isel. Pavel je nevidél, avsak
tvrdi, ze jedno z nich je délitelné sedmi. Ma pravdu? Proc¢?

Myslim si prirozené ¢islo. Pokud jej zmensim o 1, dostanu ¢islo délitelné 3. Pokud
myslené ¢islo zmensim o 2, dostanu ¢islo délitelné 4. a) Jaké nejmensi ¢islo si mizu
myslet? b) Najdéte vSechna ¢isla, kterd si muzu myslet.

Blechy Adam a Béra skacou po ocislovanych schodech stale nahoru. Adam zacina
na 1. schodu a skace o a schodi. Blecha Bara zacind na 3. schodu a skace
o b schodti. Schody, na které obé blechy doskoci, nazveme ,,dvakrat navstivené*.
Urcete nejmensi kladny rozdil poradovych cisel dvakrat navstivenych schodi, a to
v piipadech a) a=4ab=5b)a=4ab=6,c)a=6ab=09.

Rozmyslete si, pro¢ z n po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy pravé jedno
délitelné ¢islem n.

Na skolni zahradé hraje skupina zakt hru zvanou molekuly. Ucitel jim nejprve
ulozil, aby se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli
zaci se pak méli rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli
zaci meéli rozdélit do pétic, zase jeden zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada,
aby se zbyli zaci rozdélili do Sestic. Dokazte, Ze opét jeden zak prebyde.

Ctyfi dny po sobé jsem zdolaval stejné schodisté o méné nez 100 schodech. Bral
jsem ho prvni den po 2 schodech, druhy den po 3, tfeti den po 4 a ¢tvrty den po
5 schodech, na posledni krok mi zbyly po radé 1, 2, 3 a 4 schody. Kolik schodii
celé schodisté mélo?

Myslim si prirozené ¢islo, které je vétsi nez 2000, mensi nez 3000 a je délitelné 17.
Pokud myslené ¢islo zvétsim o 1, dostanu ¢islo délitelné 11. Pokud své c¢islo
naopak zmensim o 1, dostanu ¢islo délitelné 6. Jaké cislo si myslim?

Doplnugici literatura: Své poznatky a dovednosti k tématu ulohy si miizete
zopakovat a doplnit podle brozurky Frantiska Vesel¢ho O deélitelnosti cisel celijch.
Zajemcum o hlubsi pouceni doporucujeme studijni text Seridl — Teorie cisel.
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2. Pro stred M prepony AC' pravotuhlého trojuhelniku ABC' plati

BC| = |CM|. Dokazte,

ze kruznice opsané trojuhelnikim ABC a ABM maji stejné poloméry

(Michal Pecho)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Najdéte vsechny rovnoramenné trojuhelniky, které maji aspon jeden vnitini tihel
velikosti a) 30°, b) 60°.

Bez uziti Thaletovy véty dokazte, ze stfed kruznice opsané pravouhlému troj-
thelniku splyva se stfedem jeho prepony. Vyuzijte k tomu vhodné dvé stredni
pricky.

Uvazme sest bodt: vrcholy daného rovnostranného trojihelniku a stredy jeho
stran. Zjistéte, kolik pravothlych trojihelnikti ma za vrcholy tii ze Sesti uvazo-
vanych bodi.

V daném pravouhlém trojuhelniku ABC' ozna¢me K stred prepony AB a L stied
kratsi odvésny AC. Kruznice s prumérem BC' protne tsecku KL v bodé P.
Dokazte, ze thly PAC' a PBC jsou shodné.

Je dan trojuhelnik ABC, v némz D, E jsou po tadé stiedy jeho stran BC),
AB. Necht F' je stied tsecky BE a G vnitini bod strany AC, pro néjz plati
|AG| = 3|CG|. Dokazte, ze prusecik primek DF a GE lezi na té rovnobézce
s primkou BC', ktera prochazi bodem A.

Sestitihelnik, jehoZ vSechny vnitini thly maji stejnou velikost, ma ¢tyfi po sobé
jdouci strany o délkach 1, 7, 4 a 2. Zjistéte délku zbyvajicich dvou stran.

3. Uvazujme 20 vyrokui:

»Mam praveé jednu sestru. ,Mam prdavé jednoho bratra.“
,Mdm pravé dve sestry. ,Mdm pravé dva bratry. “
,Mam prave deset sester. »Mam prave deset bratri. ¢

a) Kazdy ze ctyr sourozenci pronesl jing z téchto 20 vjroki. Je mozné, Ze vsichni

ctyri meéli pravdu?

b) Najdéte nejuétsi prirozené cislo n takové, Ze kaZdy z n sourozenci mizZe pronést

jing z téchto 20 vyrokid a mit pravdu.* (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

V jedné rodiné zije a) 7 bratri bez sestry, b) 7 bratru a 1 sestra. Kazdy z nich
pronese jedno pravdivé prohldseni z nabidky v soutézni tloze. Urcete maximalni
pocet ruznych vyroki, které mohou zaznit.

N2. Méjme n navzajem ruznych prirozenych ¢isel. Kazdé z nich obarvime bud modre,

nebo cervené. Zjistéte, pro jaké nejmensi n uz zarucené najdeme dvé cisla stejné
barvy, jejichz rozdil je sudy.**

* Vg&ichni sourozenci maji stejné rodice.
** Jak k TeSeni této, tak i mnoha podobnych tloh lze vyuzit Dirichletiv princip, zvany téz prihradkovy
princip. Vice se muzete dozvédét v brozurce Lva Bukovského Dirichletov princip.

2


https://www.dml.cz/handle/10338.dmlcz/403696

73. ROCNIK MO (2023/2024) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE C

D1.

D2.

D3.

Do pytle je nahazeno 5 part ¢ernych, 6 part modrych a 7 pari sedych papudi,
pritom pary papudi téze barvy jsou nerozlisitelné. Kolik papuc¢i musime vytah-
nout, abychom urcité mezi nimi méli a) dvé papuce stejné barvy, b) dvé papuce
stejné barvy, které tvori par?

Na Ostrové Logiky patii kazdy jeho obyvatel bud mezi poctivce, kteri rikaji
vzdy pravdu, nebo mezi lhare, ktefi vzdycky 1zou. U stolu se sejdou tii obyvatelé
tohoto ostrova — Oliver, Pavel a Romana. Oliver fekne: ,Mezi nami neni ani jeden
poctivec.“ Pavel doda: ,Mezi nami je prave jeden poctivec.“ Je Romana poctivec,
nebo lhar?

Na Ostrov Logiky z tlohy D2 zavita turista, ktery si najme mistniho pruvodce.
Pri cesté uvidi v dali dalstho domorodce. Turista za nim vysle svého privodce,
aby se jej zeptal, zda je poctivcem, nebo lharem. , Tvrdi, Ze je poctivec,* prinese
zpravu pruvodce. Je pruvodce poctivec, nebo lhar?

Vyroky poctivetl a lharia proslavila dodnes popularni kniha s nazvem Jak se
jmenugje tahle knizka?, kterou napsal Raymond Smullyan. Najdete v ni radu
logickych hricek, paradoxt a hadanek, nejen z ostrova poctivel a Thaia. Stejnému
tématu se vénuje i text Poctivei, (hari a matematici od Mirka Olsaka.

4. Kolik uspordadangch ctveric prirozenych cisel (a, b, c,d) se souctem 100 splriuje rovnice

(a+b)(c+d)=(b+c)a+d)=(a+c)(b+d)?
(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pro prirozena ¢isla a, b, ¢, d plati ab + bc + cd + da = 77. Urcete vSechny mozné
hodnoty jejich souctu.
Predpokladejme, Ze navzajem rizna realnd cisla a, b, ¢, d splnuji nerovnosti

ab+ c¢d > bc + ad > ac + bd.

Pokud a je z téchto ¢ty cisel nejvetsi, které z nich je nejmensi?
Najdéte vSechny Ctvetice a > b > ¢ > d celych cisel se souctem 71, kterd spliuji
rovnici

(a—0b)(c—d)+ (a —d)(b—c) = 26.

Urcete vSechny mozné hodnoty souctu a + b+ c+d, kde a, b, ¢, d jsou prirozena
¢isla splnujici rovnost

(a® = b*)(* — d*) + (b* — d*)(c* — a®) = 2021.

Na kazdé sténé krychle je napsano prirozené ¢islo. Ke kazdému vrcholu je pripsan
souc¢in tri ¢isel na prilehlych sténach. Soucet osmi ¢isel pii vrcholech je 1001.
Urcete vSechny mozné hodnoty souctu ¢isel na sténéch.

Urcete pocet vsech trojic prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro kterd plati a + ab + abc +
+ ac + ¢ = 2017.


https://olympiada.karlin.mff.cuni.cz/prednasky/olsak.pdf

73. ROCNIK MO (2023/2024) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE C

5. Na tabuli jsou napsdina cisla 1, /2, V3. V kazdém kroku ¢&isla a, b, ¢ napsand na
tabuli smaZeme a nahradime je souciny ab, be, ca. Zjistéte, zda po néekolika krocich
bude znovu nékteré z cisel napsanych na tabuli prirozené. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Uvazujme pfirozend ¢isla od 1 do 10 (véetné). Kolik nejvice z nich mizeme mezi
sebou vynasobit, aby druha odmocnina z jejich souc¢inu byla rovna ptirozenému
¢islu?

N2. Necht n je pfirozené ¢islo. Dokazte, ze ¢islo \/n je celé, pravé kdyz v rozkladu
¢isla n na prvocinitele ma kazdé prvocislo sudy pocet vyskytu.

N3. a) Dokazte, Ze rovnost a? = 2b% neplati pro zadn4 piirozena &isla a, b.

b) Dokazte, Ze ¢islo v/2 je iraciondlni, tj. Ze se nerovna zadnému zlomku a/b
s prirozenymi ¢isly a, b.
c¢) Dokazte, ze ¢isla V3 a /6 jsou iracionélni.

D1. Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n je ¢islo \/n bud celé, nebo iracionalni.

D2. Pfirozené &slo n je takové, Ze &slo 6n2 + 5n 4+ 1 je druhou mocninou pfirozeného
c¢isla. Dokazte, ze také obé cisla 2n + 1 a 3n + 1 jsou druhymi mocninami
prirozenych cisel.

D3. Na tabuli je napsdno n riaznych prirozenych cisel od 1 do n. V jednom kroku
smazeme néjaka dvé ¢isla a misto nich napiSeme velikost (tj. absolutni hodnotu)
jejich rozdilu. Pokracujeme tak dlouho, dokud na tabuli nezistane jediné ¢islo.
Pro ktera ¢isla n bude toto posledni ¢islo liché nezavisle na tom, v jakém poradi
budeme c¢isla mazat?

6. Je ddn obdélnik ABCD, kde |AB|:|BC| =2 :1. D , MC
Na jeho strandch AB, BC, CD, DA jsou dany po
radé body K, L, M, N tak, Ze KLMN je obdélnik,
vneémz |KL|:|LM|=3:1. Vypoctéte pomér obsahi
obdélnikiu ABCD a KLMN. (Josef Tkadlec)

AK B
NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1. Ve ¢tverci ABC'D zvolme uvniti strany AB libovolné bod K a uvnitt strany BC'
libovolné bod L. Na polopfimce C'D zvolme bod M tak, aby |[<KLM| = 90°.
Dokazte, ze trojuhelniky BLK a C'M L jsou podobné.

N2. Na stranach AB, BC, CD, DA ¢tverce ABC'D postupné zvolime body K, L,
M, N tak, ze |AK|: |KB| = |BL|: |LC|=|CM|:|MD|=|DN|:|NA|=2:1.
a) Dokazte, ze KLMN je ¢tverec. b) Urcete pomér obsaht ¢tvercui KLMN
a ABCD.

D1. Dvé tetrisové kosticky sestavené ze ¢tvercti o rozmeérech 1 x 1 se dotykaji v bodech
A, B, C jako na obrazku. Spoctéte |AB|.
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D2. Ozna¢me E stfed zakladny AB lichobézniku ABCD, ve kterém |AB|: |CD| =
= 3: 1. Uhlop¥icka AC protind usecky ED, BD postupné v bodech F', G. Urcete
postupny pomér |AF|: |FG|: |GC|.

D3. Na obrazku jsou vyznaceny uhly mezi thloprickou a stranou ve tfech pravothel-
nicich 3 x 1, 2 x 1 a 1 x 1. Dokazte, ze soucet téchto tfi thla je roven 90°.

/

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na
né.
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1. Existuje deset po sobe jdoucich prirozenych cisel, kterd jsou po radé délitelnd cisly
9,7,5,3,1,1,3,5,7,97 (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Petr napsal na tabuli 7 po sobé jdoucich prirozenych ¢isel. Pavel je nevidél, avSak
tvrdi, Ze jedno z nich je délitelné sedmi. M4 pravdu? Proc¢? [Pavel mé pravdu.
Ozna¢me n nejmensi ze sedmi ¢isel a z jeho zbytek pri déleni sedmi. Pokud neplati
z2=0,je 1 =7—2z <6, takze ¢islo n+ (7 — z) je napsano na tabuli a je délitelné
sedmi, nebot je souctem ¢isel n — z a 7, kterd jsou obé délitelnd sedmi.]

Myslim si prirozené ¢islo. Pokud jej zmensim o 1, dostanu ¢islo délitelné 3. Pokud
myslené ¢islo zmensim o 2, dostanu ¢islo délitelné 4. a) Jaké nejmensi ¢islo si miazu
myslet? b) Najdéte vSechna ¢isla, kterd si miizu myslet. [a) Cislo 10. Z &isel 4, 7,
10, 13, ... vybereme nejmensi, které rovnéz spliiuje druhou podminku. b) Cislo
10 4 12k pro libovolné nezaporné celé k. Kazdé ¢islo se ve srovnani s ¢islem 10
1is{ o nasobek 3 (z prvni podminky) a zaroven o nasobek 4 (z druhé podminky),
tedy o nasobek 12.]

Blechy Adam a Béra skacou po ocislovanych schodech stale nahoru. Adam zacina
na 1. schodu a skdce o a schodi. Blecha Béara zac¢ind na 3. schodu a skace
o b schodii. Schody, na které obé blechy dosko¢i, nazveme ,dvakrat navstivené“.
Urcete nejmensi kladny rozdil poradovych ¢isel dvakrat navstivenych schodi, a to
vpripadecha)a=4ab=>5b)a=4ab=06,c)a=6ab=09.[a)20,b) 12, c) ta-
kové schody neexistuji. Hledany rozdil je obecné roven nejmensimu spoleénému
nasobku ¢isel a a b, pokud ovsem dvakrat navstivené schody vibec existuji. To
je v piipadé ¢) vylouceno, nebot celd ¢isla k, [ pro rovnici 1 + ka = 3 + Ib tehdy
neexistuji — z ¢isel 1 + 6k a 3 + 91 je vzdy pouze to druhé délitelné tremi.|
Rozmyslete si, pro¢ z n po sobé jdoucich prirozenych ¢isel je vzdy pravé jedno
délitelné cislem n. [Zbytky n po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel tvori — podle
zbytku k£ nejmensiho z téchto ¢isel — v pripadé & = 0 n-tici (0,1,2,...,n — 1),
v piipadé k =1,2,...,n — 1 n-tici (k,k+1,...,n—1,0,1,...,k—1)]

Na skolni zahradé hraje skupina zaka hru zvanou molekuly. Uc¢itel jim nejprve
ulozil, aby se rozdélili do trojic. Jeden zak prebyl, a tak z dalsi hry vypadl. Zbyli
zaci se pak méli rozdélit do ¢tveric. Opét jeden zak prebyl a vypadl. Poté se zbyli
zaci méli rozdélit do pétic, zase jeden zak prebyl a vypadl. Ucitel nyni uklada,
aby se zbyli Zaci rozdélili do Sestic. DokazZte, ze opét jeden zdk prebyde. [Jedn4 se
o tlohu 71-C-I-1. Kdyz jeji znéni prevedeme do jazyka ¢isel, z feseni tlohy N2
nam vyplyne, ze pocet zaki je tvaru 10+12k. Diky rovnosti 10+12k = 6(1+2k)+4
mé zbytek takového ¢isla po déleni 6 pottebnou hodnotu 4.]

Ctyfi dny po sobé jsem zdoldval stejné schodisté o méné nez 100 schodech. Bral
jsem ho prvni den po 2 schodech, druhy den po 3, tfeti den po 4 a ¢tvrty den po
5 schodech, na posledni krok mi zbyly po fadé 1, 2, 3 a 4 schody. Kolik schodii
celé schodisté mélo? [59. Kdyby mélo schodisté o 1 schod vice, byl by jejich pocet
délitelny kazdym z ¢isel 2, 3, 4, 5.]

Myslim si prirozené ¢islo, které je vétsi nez 2000, mensi nez 3000 a je délitelné 17.
Pokud myslené ¢islo zvétsim o 1, dostanu ¢islo délitelné 11. Pokud své c¢islo
naopak zmensim o 1, dostanu ¢islo délitelné 6. Jaké ¢islo si myslim? [Hledejme
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2. Pro stred M prepony AC pravouhlého trojihelniku ABC' plati
Ze kruznice opsané trojuhelnikim ABC a ABM maji stejné poloméry.
(

nejdiive nejmensi prirozené ¢islo n s vlastnostmi 17 | n, 11 | n+1a 6 | n — 1.
Pracnéjsimu postupu se vyhneme, kdyz 6 | n — 1 zapiseme jako 6 | n + 17
a prejdeme tak jen ke dvéma podminkdm (17-6) | n + 17 a 11 | n + 1. Protoze
17 -6 = 102, z prvni podminky mame n = 102k — 17, tudiz hleddme nejmensi
prirozené k, pronéz 11 | 102k —16. To 1ze zjednodusit na 11 | 3k+6 a déle jesté na
11 | k42, odkud k =9 an =102-9—17 = 901. Protoze 17-6-11 = 1122, vSechna
vyhovujici n jsou tvaru 901 + 1122I. Proto je myslené ¢islo 901 + 1122 = 2023.]

BC| = |CM|. Dokazte,

Michal Pecho)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Najdéte vsechny rovnoramenné trojuhelniky, které maji aspon jeden vnitini tihel
velikosti a) 30°, b) 60°. [a) Jsou to trojihelniky s trojicemi vnitinich whla
(30°,30°,120°) a (30°,75°,75°). b) Vyhovuji jen rovnostranné trojihelniky.]

Bez uziti Thaletovy véty dokazte, ze stfed kruznice opsané pravouhlému troj-
thelniku splyva se stfedem jeho prepony. Vyuzijte k tomu vhodné dvé stredni
pricky. [Stred kruznice opsané obecnému trojihelniku lezi v pruseciku os jeho
tii stran, k jeho urceni sta¢i vyuzit dvé z téchto os. Stredni pricky pravouhlého
trojuhelniku, které jsou rovnobézné s jeho odvésnami, lezi na osach téchto dvou
stran. Proto tyto dvé osy prochazeji spolecnym bodem zminénych dvou pricek,
tedy stfedem prepony.|

Uvazme sest bod: vrcholy daného rovnostranného trojuhelniku a stredy jeho
stran. Zjistéte, kolik pravouhlych trojuhelnikii ma za vrcholy tii ze Sesti uvazova-
nych bodi. [Sest. Jednou z odvésen kazdého trojihelniku musi byt nékterd vyska
ptivodniho rovnostranného trojihelniku.]

V daném pravotihlém trojuhelniku ABC ozna¢me K stied prepony AB a L stied
kratsi odvésny AC. Kruznice s prumérem BC protne tsecku KL v bodé P.
Dokazte, ze ihly PAC a PBC' jsou shodné. [72-C-5-2]

Je dan trojuhelnik ABC, v némz D, E jsou po tadé stfedy jeho stran BC,
AB. Necht F' je stfed tsecky BE a G vnitini bod strany AC, pro néjz plati
|AG| = 3|CG|. Dokazte, ze prusecik piimek DF a GE lezi na té rovnobézce
s piimkou BC, ktera prochézi bodem A. [70-C-11-3, prectéte si také poznamku 2
za TeSenim této tlohy.]

Sestithelnik, jehoz vsechny vnitini thly maji stejnou velikost, mé ¢ty¥i po sobé
jdouci strany o délkach 1, 7, 4 a 2. Zjistéte délku zbyvajicich dvou stran. [5 a 6.
Protoze vnitini ihly daného Sestitthelniku maji velikost (6 — 2) - 180°/6 = 120°,
1ze jeho vrcholy umistit do uzli rovinné sité tvorené rovnostrannymi trojihelniky
o strané délky 1.]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3494411/c72s.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472028/c70ii.pdf
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3. Uvazujme 20 vyrokui:

,Mdm prave jednu sestru. “ ,Mdm praveé jednoho bratra.
,Mdm pravé dve sestry. ,Mdm pravé dva bratry.
,Mam pravé deset sester. ,Mdm prave deset bratri. “

a) Kazdy ze ctyr sourozenci pronesl jing z téchto 20 vjroki. Je mozné, Ze vsichni

ctyri méli pravdu?

b) Najdéte nejuétsi prirozené cislo n takové, Ze kaZdy z n sourozenci mize pronést

jing z téchto 20 vyroki a mit pravdu.* (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicCI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

V jedné rodiné zije a) 7 bratri bez sestry, b) 7 bratru a 1 sestra. Kazdy z nich
pronese jedno pravdivé prohlaseni z nabidky v soutézni tloze. Uréete maximalni
pocet ruznych vyroku, které mohou zaznit. [a) 1, b) 3. V pfipadé b) pripadaji
v tvahu pouze 3 vyroky: o pravé 1 sestie, o pravé 7 bratrech a o pravé 6 bratrech.|
Méjme n navzajem rtznych prirozenych ¢isel. Kazdé z nich obarvime bud modre,
nebo cervené. Zjistéte, pro jaké nejmensi n uz zarucené najdeme dvé cisla stejné
barvy, jejichz rozdil je sudy.[n = 5. Rozdil dvou ¢isel je sudy, pravé kdyz cisla
maji stejnou paritu (sudé/liché). V pripadé n = 5 najdeme podle Dirichletova
principu alespon 3 obarvend ¢isla stejné parity. Néktera dvé z nich budou mit
stejnou barvu. Pro n = 4 (a tim i vlastné pro n < 4) uvedeme protipriklad:
za predpokladu, Zze mame zadana ¢isla od 1 do 4, obarvime modre ¢isla 1, 2 a
Cervené ¢isla 3, 4.]

Do pytle je nahdzeno 5 para c¢ernych, 6 part modrych a 7 part sedych papudi,
pritom pary papudi téze barvy jsou nerozlisitelné. Kolik papuc¢i musime vytah-
nout, abychom urcité mezi nimi méli a) dvé papuce stejné barvy, b) dvé papuce
stejné barvy, které tvori par? [a) 4, protoZze papuce jsou ti{ barev. b) 19. V pytli
je celkem 5 + 6 4+ 7 = 18 part papuci. Vytahneme-li 18 papudci a nebude-li jesté
mezi nimi par téze barvy, bude to znamenat, ze jsme od kazdé barvy vytahli
bud pouze levé, nebo pouze pravé papuce, a tedy bud vSechny levé, nebo vSechny
pravé papuce. Proto po vytazeni 19. papuce se zarucené jeden par téze barvy
zkompletuje.]

Na Ostrové Logiky patii kazdy jeho obyvatel bud mezi poctivce, kteri rikaji
vzdy pravdu, nebo mezi lhare, kteri vzdycky lzou. U stolu se sejdou tii obyvatelé
tohoto ostrova — Oliver, Pavel a Romana. Oliver fekne: ,Mezi nami neni ani
jeden poctivec.“ Pavel doda: ,Mezi nami je pravé jeden poctivec.“ Je Romana
poctivec, nebo 1har? [Lhar. Uvazte nejprve, do které skupiny patii Oliver, pak do
které Pavel.]

Na Ostrov Logiky z ulohy D2 zavita turista, ktery si najme mistniho priavodce.
P1i cesté uvidi v dali dalsiho domorodce. Turista za nim vysle svého privodce,
aby se jej zeptal, zda je poctivcem, nebo lhafem. , Tvrdi, Ze je poctivec,” prinese
zpravu pruvodce. Je pruvodce poctivec, nebo 1har? [Poctivec. Uvazte, ze kazdy
obyvatel ostrova o sobé tvrdi, Ze je poctivec.]

* Vsichni sourozenci maji stejné rodice.
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4. Kolik uspordadanych ctveric prirozenych cisel (a, b, c,d) se souctem 100 splriuje rovnice

(a+b)(c+d)=(b+c)a+d)=(a+c)(b+d)?

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Pro ptirozena ¢isla a, b, ¢, d plati ab + bc + cd 4+ da = 77. Uréete vSechny mozné
hodnoty jejich souctu. [Jedind hodnota 18. Plati 77 = ab + bc + cd + da =
= (a+c¢)(b+d) a pfitom 77 = 7 - 11. Oba ¢initelé a + ¢ a b + d jsou vetsi
nez 1, takze jsou v néjakém poradi rovny prvocislim 7 a 11. Tak ¢i onak plati
(a+c¢) 4+ (b+ d) = 18. Zbyva uvést néjakou vyhovujici ¢tverici. Je ji napiiklad
(a,b,c,d) = (1,1,6,10).]

Predpokladejme, Ze navzajem rizné realnd ¢isla a, b, ¢, d splnuji nerovnosti
ab + cd > bec + ad > ac + bd.

Pokud a je z téchto Gtyi ¢isel nejvétsi, které z nich je nejmensi? [Cislo c. Prvni
zadanou nerovnost upravte do tvaru (a — ¢)(b — d) > 0, druhou do tvaru
(b —a)(c —d) > 0. Pokud je a z danych ¢tyt ¢isel nejvétsi, plati a — ¢ > 0
ab—a <0, takze z odvozenych nerovnosti plyne b —d > 0 a ¢ — d < 0, neboli
b>dac<d, celkové a >b>d>c|

Najdéte vSechny c¢tvetice a > b > ¢ > d celych ¢isel se souc¢tem 71, ktera spliuji
rovnici

(a—=0b)(c—d)+ (a —d)(b—c) = 26.

[Levou strané upravte na sou¢in dvou mnohoclenti. Kompletni feseni: 71-C-S-3.]
Urcete vSechny mozné hodnoty souctu a + b+ ¢+ d, kde a, b, ¢, d jsou prirozena
¢isla splnujici rovnost

(a? = b*)(* — d*) + (b* — d*)(c* — a®) = 2021.

[Levou stranu upravte na soucin ¢tyf mnohoclent. Kompletni feseni: 71-C-1-6.]
Na kazdé sténé krychle je napsano ptirozené ¢islo. Ke kazdému vrcholu je pripsan
souc¢in t¥i ¢isel na prilehlych sténach. Soucet osmi ¢isel pii vrcholech je 1001.
Urcete vSechny mozné hodnoty souctu ¢isel na sténdch. [31. Jsou-li a, b éisla na
predni a zadni sténé, ¢, d ¢isla na horni a dolni sténé a konecné e, f ¢isla na
levé a pravé sténé, pak roznasobenim sou¢inu (a + b)(c + d)(e + f) dostaneme
osm scCitancu, kterymi jsou pravé Cisla pfipsand vrcholim krychle (v kazdém
vrcholu se stykaji tii stény, po jedné z popsanych tii dvojic stén). Podle zadéni
je tak soucin tii ¢isel a + b, ¢+ d a e + f vétsich nez 1 roven ¢islu 1001, coz je
soucin t¥{ prvocisel 7, 11 a 13. Plati tedy {a +b,c+d, e+ f} = {7, 11, 13}, takze
a+btctdtet f=T7+11+13=31]

Urcete pocet vSech trojic prirozenych ¢isel a, b, ¢, pro kterd plati a + ab + abc +
+ ac + ¢ = 2017. [K obéma stranam rovnice prictéte ¢islo 1, abyste pak levou
stranu mohli rozlozit na sou¢in dvou mnohoélenti. Kompletni feseni: 67-B-1-4.]
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5. Na tabuli jsou napsdina cisla 1, /2, V3. V kazdém kroku ¢&isla a, b, ¢ napsand na
tabuli smaZeme a nahradime je souciny ab, be, ca. Zjistéte, zda po néekolika krocich
bude znovu nékteré z cisel napsanych na tabuli prirozené. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Uvazujme prirozend ¢isla od 1 do 10 (vcetné). Kolik nejvice z nich mtizeme mezi
sebou vynasobit, aby druha odmocnina z jejich sou¢inu byla rovna ptirozenému
¢islu? [9. Prvocislo 7 v souc¢inu byt nemuze, mélo by mezi jeho prvociniteli jediny
vyskyt. Soucin deviti ostatnich &sel je roven 28 - 3% - 52, coz je (2432 - 5)2]
Necht n je prirozené ¢islo. Dokazte, ze ¢islo \/n je celé, pravé kdyz v rozkladu
¢isla n na prvocinitele ma kazdé prvocislo sudy pocet vyskytu. [Je-li kladné ¢islo
k = \/n celé, z rovnosti k2 = n plyne, Ze pocet vyskytil kazdého prvoéisla
v rozkladu ¢isla n je dvojnasobkem jeho vyskyti v rozkladu ¢cisla k, a tedy ¢islo
sudé. Je-li naopak pocet vyskytt kazdého prvocisla v rozkladu ¢isla n sudy, pak
to celé cislo, které mé ve svém rozkladu poloviéni pocty téchto vyskyti, je ziejmé
rovno /n.]

a) Dokazte, 7e rovnost a? = 2b? neplat{ pro zadna pfirozend &isla a, b.

b) Dokazte, ze ¢islo v/2 je iracionalni, tj. Ze se nerovnd zadnému zlomku a/b
s prirozenymi cisly a, b.

c¢) Dokazte, ze ¢isla V3 a6 jsou iraciondlni.

[a) V rozkladu &sel a? a 2b% na prvocinitele mé prvoéislo 2 sudy, resp. lichy pocet
vyskyti, takze a® # 2b%. b) Z rovnosti v/2 = a/b by vyplynula rovnost a? = 2b
z Casti a). ¢) Kdyby se zlomek a/b rovnal jednomu z &isel v/3 nebo /6, platilo by
a? = 3b%, resp. a® = 6b%. Pocet vyskyti prvocisla 3 v rozkladu éisla a? je sudy,
v rozkladu obou ¢&isel 3b2 i 6b% je lichy, tudiz a® # 3b% i a® # 6b°.]

DokaZte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n je ¢islo \/n bud celé, nebo iracionalni. [Sta-
¢f ukdzat, Ze pokud ¢islo y/n nenf iracionalni, tj. je rovno nékterému zlomku a/b
s prirozenymi Cisly a a b, pak \/n je ¢islo celé. Skutecné, z rovnosti /n = a/b
upravené na a® = nb? plyne, Ze pocéet vyskyti kazdého prvoéisla v rozkladu éis-
la n je sudy, nebot je rozdilem dvou sudych poéctii jeho vyskytii v rozkladech a?
a b?. Podle N2 to znamend, Ze \/n je celé ¢&islo.]

Piirozené &islo n je takové, Ze éislo 6n? +5n + 1 je druhou mocninou p¥irozeného
¢isla. Dokazte, ze také obé ¢isla 2n + 1 a 3n + 1 jsou druhymi mocninami
piirozenych éisel. [Necht 2n +1 = a, 3n +1 = b a 6n2 +5n + 1 = ¢, kde
a,b, c € N. Povsimnéme si, ze ¢isla a, b jsou nesoudélnéd (nebot je s nimi zfejmé
nesoudéIny jejich rozdil b — a = n) a piitom plati ab = . Odtud plyne: Kazdé
prvocislo délici a nebo b déli pouze jedno z nich a mé v rozkladu tohoto ¢isla stejny
pocet vyskytl jako v rozkladu é&sla ¢?, coZ je sudé &slo. Obé é&isla a, b tak jsou
druhymi mocninami. (Pifklad existuje: n = 40, kdy 2n+1=9% a 3n+1 = 112.)]
Na tabuli je napsano n rtznych ptirozenych ¢isel od 1 do n. V jednom kroku
smazeme néjaka dvé ¢isla a misto nich napiseme velikost (tj. absolutni hodnotu)
jejich rozdilu. Pokracujeme tak dlouho, dokud na tabuli nezistane jediné ¢islo.
Pro ktera ¢isla n bude toto posledni ¢islo liché nezavisle na tom, v jakém poradi
budeme ¢isla mazat? [Pro ta prirozend n, kterd po déleni ¢tyfmi davaji zbytek 1
nebo 2, tedy n rovna 1, 2, 5, 6, 9, 10, atd. Sledujme, jak se zméni aktualni
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pocet k lichych cisel napsanych na tabuli po nasledném kroku. Pokud pfi ném
smazeme dvé licha ¢isla, napiSeme misto nich ¢islo sudé, tudiz pocet k se zmensi
o 2. Pokud smazeme jedno ¢islo sudé a druhé liché, napiseme misto nich ¢islo
liché, a tak se pocet k£ nezméni. Ke zméné k nedojde ani ve zbylém pripadé, kdy
smazeme dvé suda ¢isla, nebot misto nich napiseme cislo sudé. Celkové vidime, Ze
po zadném kroku nezménime paritu ¢isla k. Posledni ¢islo tudiz vyjde liché pravé
tehdy, kdyz je itvodem na tabuli lichy pocet lichych ¢isel (bez ohledu na postup
mazani). Pocet lichych ¢isel od 1 do n je v pfipadé n = 4k roven 2k, v pripadech
n=4k+ 1 an =4k + 2 je roven 2k + 1, konecné v ptripadé n = 4k + 3 je roven
2k + 2]

6. Je ddn obdéinik ABCD, kde |AB|:|BC| =2 :1. D | MC

Na jeho strandch AB, BC, CD, DA jsou dany po
radé body K, L, M, N tak, Ze KLM N je obdélnik,
vnémz |KL|:|LM| = 3:1. Vypoctéte pomer obsahi
obdélniki ABCD a KLMN. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

Ve ¢tverci ABCD zvolme uvnitt strany AB libovolné bod K a uvnitf strany
BC' libovolné bod L. Na poloptimce C'D zvolme bod M tak, aby |<KLM| =
= 90°. Dokazte, ze trojihelniky BLK a C'ML jsou podobné. [Ukazte, ze oba
trojuhelniky maji shodné vnitini dhly.]

Na stranach AB, BC', C'D, DA ¢tverce ABC'D postupné zvolime body K, L,
M, N tak, 7e |AK| : |[KB| = |BL| : |LC|=|CM|:|MD|=|DN|:|NA|=2:1.
a) Dokazte, ze KLMN je c¢tverec. b) Urcete pomér obsahu ¢tverca KLMN
a ABCD. [a) Podle zaddni maji pravothlé trojihelniky AKN, BLK, CMN
a DN M shodné dvojice odvésen, takze jsou shodné podle véty sus. Maji tedy
shodné i piepony a dvojice ostrych vnitinich thli. Ctyfihelnik KLMN tak
mé vsSechny strany shodné a vsechny vnitini dhly pravé — naptiklad rovnost
| XK LM| = 90° plyne z toho, ze ostré ihly BLK a MLC se dopliuji do 90°.
b) 5 : 9. Necht vyhodné |AB| = 3. Pak Sapcp = 9 a shodné pravouihlé
trojuhelniky AKN, BLK, CMN a DNM maji odvésny délek 1 a 2. Obsah
kazdého z nich je 1, tudiz Skrpyny =9—4-1=05]

Dveé tetrisové kosticky sestavené ze ¢tvercli o rozmérech 1 x 1 se dotykaji v bodech
A, B, C jako na obrazku. Spoctéte |AB|.

B

[|AB| = 5/4. Na obrazku vidime dva pravoihlé trojuhelniky s preponami AB
a BC, které maji jednu odvésnu délky 1 a shodné k ni prilehlé vnitini tdhly.
Tyto dva trojuhelniky jsou tudiz podle véty usu shodné. Oznacme x délku jejich
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D2.

D3.

druhé odvésny. Pak |AB| = |BC| = 2 — x a Pythagorova véta dava rovnici
12+ 22 = (2—12)% odkud z = 3/4, a proto |AB| =2 —x = 5/4.]

Ozna¢me E stfed zdkladny AB lichobézniku ABCD, ve kterém |AB|: |CD| =
= 3: 1. Uhlopfitka AC protind tsecky ED, BD postupné v bodech F, G. Uréete
postupny pomér |AF| : |FG| : |GC|. [12 : 3 : 5. Hledejte podobné trojtihelniky.
Zduvodnéte, ze NABG ~ ACDG a NAEF ~ ACDF. 7 prvni podobnosti
plyne |AG| : |CG| = 3 : 1, ze druhé |AF| : |FC| = 3 : 2. Zbytek je ,trocha
pocitani®. Kompletni feseni: 64-C-1-4.]

Na obrazku jsou vyznaceny thly mezi thloptickou a stranou ve trech pravothel-
nicich 3 x 1, 2 x 1 a 1 x 1. Dokazte, ze soucet téchto tii thla je roven 90°.

/

[Trikové zobrazime vykreslenou uhlopricku obdélniku 3 x 1 podle osy dané jeho
,dolni® stranou délky 3. Zduvodnéte, ze tato nova tsecka je preponou pravouhlé-
ho rovnoramenného trojihelniku, jehoz jedna z odvésen je vykreslena thlopricka
obdélniku 2 x 1. Zjistime tak, ze soucet dvou ze tii zadanych thla je 45°.]
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