70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)

Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii C

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tdloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny reseni ¢i odkazy na feSeni v nasem archivu) najdete ve druhé ¢asti

textu.

1. Urcete vsechny dvojice (m,n) prirozengch cisel, pro néz plati

m+ s(n) =n+ s(m) = 70,

kde s(a) znaci ciferny soucet prirozeného cisla a. (Jaroslav Svrcek)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

Urcete vsechna dvojmistna cisla, ktera jsou rovna trojnasobku svého ciferného
souctu.

Urcete vSechna dvojmistnd cisla, kterd jsou rovna souctu své desitkové éislice
a druhé mocniny jednotkové cislice.

Urcete vSechna prirozena ¢isla n, pro néz plati n + s(n) = 2019, kde s(n) znaci
ciferny soucet cisla n.

V roce 2000 Alena zjistila, ze jeji vek je roven souctu dcislic roku, v némz se
narodila. Kolik méa let v roce 20207

Urcete vSechna c¢tyfmistna ¢isla, kterd jsou ctytikrat mensi nez ¢islo napsané
stejnymi stejnymi cislicemi, avSak v opa¢ném poradi.

Najdéte vechna ¢tyimistnd ¢isla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =
= 1.

2. Urcete, pro kterd prirozend cisla n lze tabulku n x n vyplnit cisly 2 a —1 tak, aby
soucet vsech cisel v kaZdém radku a v kaZdém sloupci byl roven 0. (Jan Mazék)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit pfirozenymi ¢isly od 1 do
9 tak, aby kazdé cislo bylo pouzito pravé jednou a soucet vsech cisel v kazdém
radku a v kazdém sloupci byl délitelny a) dvéma, b) tfemi.

Rozhodnéte, pro ktera prirozena ¢isla n 1ze ¢tvercovou tabulku n x n vyplnit ¢isly
1 a —1 tak, aby soucet vsech ¢isel v kazdém radku a v kazdém sloupci byl roven
0.

Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit prirozenymi cisly od 1
do 9 tak, aby kazdé ¢islo bylo pouzito pravé jednou a aby soucet vSech cisel
v kazdém tadku, v kazdém sloupci i na obou thloptickach byl stejny (dostaneme
tzv. magicky ctverec).



D1. Tabulka 3 x 3 je vyplnéna navzajem rtiznymi prirozenymi Cisly tak, ze v kazdém
radku i sloupci je soucet krajnich ¢isel roven ¢islu napsanému mezi nimi. Zjistéte,
jaké nejmensi ¢islo miize byt napsano uprostied tabulky.

D2. Kolika zpuisoby 1ze do poli tabulky 2x 3 vepsat ¢isla {1,2, 3,4, 5,6} tak, aby kazdé
bylo pouzito pravé jednou a aby soucet vSech ¢isel v kazdém tadku a v kazdém
sloupci byl délitelny tremi?

. V pravouhlém trojihelniku ABC' s preponou AB oznacme po Tade I a U stred kruznice
mu vepsané a dotykovy bod této kruznice s odvésnou BC'. Urcete, jaky je pomeér

|AC| : |BC|, jsou-li ihly CAU a CBI shodné. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Necht D, E, F' jsou dotykové body kruznice vepsané trojuhelniku ABC po tadé
se stranami BC', C A, AB. Pomoci jejich délek a, b, ¢ vyjadiete délky tsekt, na
které body D, E, F rozdéluji jednotlivé strany.

N2. Délky stran trojuihelniku jsou vyjadieny celymi ¢isly. Urcete je, ma-li tento
trojuhelnik obvod 72 a jeho nejdelsi strana je rozdélena bodem dotyku kruznice
jemu vepsané na dva tseky v pomeéru délek 3 : 4.

N3. Oznac¢me S stred zakladny AB rovnoramenného trojihelniku ABC'. Predpokla-
dejme, ze dotykové body kruznic vepsanych trojihelnikim ACS, BCS déli za-
kladnu AB na tii shodné usecky. Urcete pomér |AB| : |CS].

N4. Najdéte vsechny pravouhlé trojihelniky s celoéiselnymi délkami stran, jejichz
kruznice vepsana ma polomér 2.

D1. Je dan pravotuhly trojuhelnik ABC' s preponou AB. Kolmym primétem kruznice
vepsané danému trojuhelniku na preponu AB je usecka MN. Dokazte, ze
stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC' je soucasné stfedem kruznice opsané
trojuhelniku MNC.

. Urcete, jakych hodnot mize nabyvat vyraz

a+bc b+ca c+ab
+ + ,
a-+b b+c c+a

jsou-li a, b, c kladnd redind cisla se souctem 1. (Michal Rolinek, Pavel Calabek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Necht a, b, ¢ jsou nenulova realné ¢isla, jejichz soucet je roven 0. Urcete, jakych
hodnot muze nabyvat vyraz

(a—b)2+(b—c)?+ (c—a)?
3(ab + bc + ca) '

N2. Necht a, b, ¢ jsou nenulova realna ¢isla, jejichz soucet je roven 0. Dokazte, ze plati

a+b+b—|—c+c+a_ 2abce

1 1 1 a? + b% + 2
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N3. Necht z, y, z jsou kladna realna ¢isla, jejichz soucin je roven 1. Dokazte, ze plati

rovnost
1 1 1

+ +
l+x+2y 14+y+yz 14+z+42z2z

D1. Jestlize realna ¢isla a, b, ¢ splnuji rovnici
ad+ b+ —3abe=0,

pak plati a + b + ¢ = 0 nebo a = b = ¢. Dokazte.

D2. Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu (1 + a1)(1 + a2)(1 + as), jsou-li a1, as,
az kladna realna cisla, jejichz soucin je roven 1.

D3. Pro nezaporna redlna ¢isla a, b, ¢ plati a4+ b+ c = 1. Najdéte nejvétsi a nejmensi
moznou hodnotu vyrazu

(a+b)?+ (b+c)+ (c+a)

body E a F tak, Ze ctyruhelnik TECFE je rovnobéznik. Dokazte, Ze tsecky AC' a BC
deéli usecku E'F na tri shodné casti. (Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Necht D, E znad¢i po tadé stredy stran AB, BC' trojihelniku ABC a F je stied
usecky AD. Dokazte, ze primka C'D puli tsecku EF.

N2. Uvnitt strany AB trojuhelniku ABC jsou déany body D a E tak, ze |AD| =
= |DE| = |EB|. Body A a B jsou po fadé stiedy tse¢ek C'F a C'G. Primka C'D
protina primku F'B v bodé I a primka C'E protina primku AG v bodé J. Dokazte,
ze prusecik primek Al a BJ lezi na primce F'G.

N3. Je dan trojihelnik ABC' s tézistém T. Ozna¢me M stred jeho strany BC. Na
polopfimce opa¢né k BA lezi takovy bod D, ze |AB| = |BD]|, a podobné na
polopfimece opatné k C'A lez bod E tak, ze |AC| = |CE|. Usetky TD, TE
protinaji stranu BC po fadé v bodech P, (). Dokazte, ze body P, M, () déli
usecku BC na c¢tyfi stejné dlouhé casti.

. Na tabuli je napsano nékolik prirozenych cisel od 1 do 100, pricemz Zadné z nich
nent delitelné dvoumistnym prvocislem a soucin Zddnych dvou z nich neni druhou
mocninou prirozeného cisla.

(a) Urcete nejuétsi mozny pocet cisel na tabuli.

(b) Urcete nejuétsi mozny soucet cisel na tabuli. (Jaromir Simsa)
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Jaky je nejvétsi mozny pocet ¢isel, jez lze vybrat z mnoziny {1,2,...,2019} tak,
aby soucin zadnych tii z vybranych cisel nebyl délitelny deviti? Uvedte priklad
vyhovujici podmnoziny a zdivodnéte, pro¢ nemuze mit mensi pocet prvku.

N2. Jaky je nejmensi mozny soucet Ctyf prirozenych c¢isel takovych, Ze dvojice
vytvorené z téchto ¢isel maji nejvétsi spolecné délitele 2, 3, 4, 5, 6 a 97 Uvedte
priklad vyhovujici ¢tverice s takovym souctem a zduvodnéte, pro¢ neexistuje
vyhovujici ¢tverice s mensim souctem.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici tlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reseni ¢i o odkazy na nas archiv.
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1. Urcete vSechny dvojice (m,n) prirozengch ¢isel, pro néz plati

m+ s(n) =n+ s(m) = 70,

kde s(a) znaci ciferny soucet prirozeného ¢isla a. (Jaroslav Svrcek)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

Urcete vSechna dvojmistna ¢isla, ktera jsou rovna trojnasobku svého ciferného
souctu. [Oznaéme n = ab, pak n = 10a + b = 3(a + b), tj. Ta = 2b. ProtoZe ¢isla
2 a 7 jsou nesoudélnd, jeb=7aa =2 (a #0), a tedy n = 27/]

Urcete vSechna dvojmistna cisla, kterd jsou rovna souctu své desitkové éislice
a druhé mocniny jednotkové éislice. [Pro hledané ¢islo n = ab plati n = 10a+b =
=a+ b, tj. 9a = b(b — 1). Vzhledem k tomu, 7e &sla b a b — 1 jsou nesoudélna,
je bud 9]b, nebo 9| (b — 1). Zadani tlohy vyhovuje pouze n = 89.]

Urcete vSechna prirozend ¢isla n, pro néz plati n + s(n) = 2019, kde s(n) znadi
ciferny soucet ¢isla n. [69-C-S1]

V roce 2000 Alena zjistila, Ze jeji vék je roven souctu cislic roku, v némz se
narodila. Kolik m4 let v roce 20207 [Soucet ¢islic roku jejiho narozeni je roven
nejvyse 28 (= 149+ 9+ 9). Rok jejiho narozeni je tedy Ctyfmistné ¢islo tvaru
192y, pro které plati 2000 — 192y = 1 4+ 9 + = + y. Odtud po tpravé mame
90 = 11z + 2y, odkud ziejmé x = 8 a y = 1. Vék Aleny v roce 2020 je tedy 39
let.]

Urcete vSechna c¢tyrmistna cisla, kterd jsou ctytikrat mensi nez ¢éislo napsané
stejnymi stejnymi ¢islicemi, avSak v opacném potadi. [Ozna¢me abcd hledané
¢islo. Pak plati 4 - abed = deba. Cislice a musi byt sudd a soucasné a < 2. Tedy
a =2, a tudiz d = 8. Jedinym Tesenim je pak ¢islo 2178.]

Najdéte vechna ¢tyimistnd ¢isla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab—cd =

=1.[69 C11]

2. Urcete, pro kterd prirozend cisla n lze tabulku n X n vyplnit cisly 2 a —1 tak, aby
soucet vsech cisel v kaZdém radku a v kaZdém sloupci byl roven 0. (Jan Mazék)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit pfirozenymi ¢isly od 1 do
9 tak, aby kazdé cislo bylo pouzito pravé jednou a soucet vsech ¢isel v kazdém
radku a v kazdém sloupci byl délitelny a) dvéma, b) tremi. [a) Nelze — pokud by
soucet cisel uz jen v kazdém radku tabulky byl délitelny dvéma, byl by i soucet
vSech ¢isel v tabulce délitelny dvéma. Jejich soucet je vSak roven 45. b) Ano —
snadno lze najit konkrétni priklad.]

Rozhodnéte, pro ktera prirozena ¢isla n 1ze ¢tvercovou tabulku n x n vyplnit ¢isly
1 a —1 tak, aby soucet vSech ¢isel v kazdém tadku a v kazdém sloupci byl roven 0.
[Pro kazdé sudé ¢islo n 1ze tabulku n x n pozadované vyplnit po vzoru ¢ernobilé
sachovnice. Pro lichd n to nelze, nebot v zadném tadku (sloupci) nemize byt
stejny pocet ¢isel —1 a 1.]

Rozhodnéte, zda lze ¢tvercovou tabulku 3 x 3 vyplnit prirozenymi cisly od 1
do 9 tak, aby kazdé cislo bylo pouzito pravé jednou a aby soucet vsech cisel
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http://www.matematickaolympiada.cz/media/5435768/c69s.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/5435714/c69i.pdf

v kazdém tadku, v kazdém sloupci i na obou ihlopri¢kach byl stejny (dostaneme
tzv. magicky ctverec). [Protoze soucet danych deviti ¢isel je roven 45, musi byt
soucet vsech ¢isel v kazdém tadku a v kazdém sloupci roven 45 : 3 = 15,
coz je liché cislo. Lichych cisel je v tabulce o jedno vic nez sudych. Navic
149 =24+8=3+7=446 = 10. Je-li tedy v prostrednim poli tabulky
¢islo 5, snadno najdeme konkrétni piiklad mozného vyplnéni této tabulky.]

D1. Tabulka 3 x 3 je vyplnéna navzajem riznymi prirozenymi ¢isly tak, ze v kazdém
radku i sloupci je soucet krajnich ¢isel roven ¢islu napsanému mezi nimi. Zjistéte,
jaké nejmensi ¢islo muze byt napsano uprostied tabulky. [69-C—S-2]

D2. Kolika zpusoby lze do poli tabulky 2x 3 vepsat ¢isla {1,2,3,4,5,6} tak, aby kazdé
bylo pouzito pravé jednou a aby soucet vSech ¢isel v kazdém radku a v kazdém
sloupci byl délitelny tfemi? [Matematicky klokan 2018, kat. Junior, uloha 21
(48 moznosti).|

3. V pravouhlém trojuhelniku ABC' s preponou AB oznacme po radé I a U stred kruznice
mu vepsané a dotykovy bod této kruinice s odvésnou BC'. Urcete, jaky je pomeér

|AC| : |BC|, jsou-li ihly CAU a CBI shodné. (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Necht D, E, F jsou dotykové body kruznice vepsané trojuhelniku ABC' po radé
se stranami BC, C'A, AB. Pomoci jejich délek a, b, ¢ vyjadrete délky useki, na
které body D, E, F rozdéluji jednotlivé strany. [Plati |AE| = |AF| = s — a,
|BF|=|BD|=s—b,|CD|=|CE|=5—c¢,kde 2s =a+ b+ c]

N2. Délky stran trojuhelniku jsou vyjadieny celymi cisly. Urcete je, ma-li tento
trojuhelnik obvod 72 a jeho nejdelsi strana je rozdélena bodem dotyku kruznice
jemu vepsané na dva useky v poméru délek 3 : 4. [61-C-1-2]

N3. Oznac¢me S stied zakladny AB rovnoramenného trojuhelniku ABC'. Predpokla-
dejme, ze dotykové body kruznic vepsanych trojihelnikim ACS, BCS déli za-
kladnu AB na tii shodné usecky. Uréete pomeér |AB] : |CS|. [61-C-S-2]

N4. Najdéte vsSechny pravouhlé trojihelniky s celoc¢iselnymi délkami stran, jejichz
kruznice vepsand ma polomér 2.[69-C-S-3]

D1. Je dan pravotuhly trojuhelnik ABC' s preponou AB. Kolmym primétem kruznice
vepsané danému trojuhelniku na preponu AB je usecka MN. Dokazte, 7ze
stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC' je soucasné sttedem kruznice opsané
trojuhelniku M NC. [Oznac¢me I stied kruznice vepsané a U, V, W postupné
jeho kolmé praméty na strany BC, C'A, AB. Trojthelniky IMW INW a IVC
jsou ziejmé shodné rovnoramenné pravouhlé trojihelniky (s odvésnami velikosti o
polomeéru vepsané kruznice, nebot |MN| = 2p). Je proto |IM| = |IN| = |IC|.]

4. Urcete, jakych hodnot miZe nabyvat vyraz

a+bc b+ca c+ab
- - ,
a-+b b+c c+a

jsou-li a, b, ¢ kladna redind cisla se souctem 1. (Michal Rolinek, Pavel Calabek)
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Necht a, b, ¢ jsou nenulova realnd ¢isla, jejichz soucet je roven 0. Urcete, jakych
hodnot mize nabyvat vyraz

(a—b)2+(b—c)?+ (c—a)?
3(ab + be + ca) '

[Vyuzijte identitu a® + b* + ¢* = (a + b+ ¢)* — 2(ab + bc + ca). Hodnota daného
vyrazu je rovna —2.]
N2. Necht a, b, ¢ jsou nenulova realna ¢isla, jejichz soucet je roven 0. Dokazte, ze plati

1 1 1 a? + b2 + 2

a+b+b+c+c—i—a_ 2abc

[Jmenovatele zlomku na levé strané nahradte ¢isly —c, —a, —b a po secteni takto
upravenych zlomki uplatnéte stejnou identitu jako pfi FeSeni N1.]
N3. Necht x, y, z jsou kladna realna ¢isla, jejichz soucin je roven 1. Dokazte, Zze plati

rovnost
1 1 1

+ +
l+z+zy 1+y+yz 1+z+z2x
[Prvni zlomek rozsiite z, druhy zz a tfikrat vyuzijte podminku zyz = 1.

D1. Jestlize realna ¢isla a, b, ¢ splnuji rovnici

a® + b+ 3 — 3abe = 0,

pak plati a + b+ ¢ = 0 nebo a = b = ¢. Dokazte. [18-B-1-1]

D2. Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu (1 + a1)(1 + a2)(1 + as), jsou-li ay,
as, az kladnd redlnd ¢isla, jejichZ soucin je roven 1. [Dokazte a pak mezi sebou
vynasobte nerovnosti 1 + a; = 2,/a; pro i =1,2,3 ]

D3. Pro nezaporna redlna cisla a, b, ¢ plati a + b+ c = 1. Najdéte nejvétsi a nejmensi
moznou hodnotu vyrazu

(a+b)?+ (b+c)+ (c+a)

[69-C-11-4]

Vvev

body E o F tak, Ze ctyrihelnik TECFE je rovnobéznik. Dokazte, Ze tsecky AC a BC
deli isecku E'F na tri shodné cdsti. (Tomas Jurik)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Necht D, E znad¢i po tadé stiedy stran AB, BC' trojihelniku ABC a F' je stied
usecky AD. Dokazte, ze primka C'D puli tsecku EF. [68-C-5-3]

N2. Uvniti strany AB trojihelniku ABC' jsou dény body D a E tak, ze |AD| =
= |DE| = |EB|. Body A a B jsou po radé sttedy tuseéek CF a C'G. Piimka C'D
protind piimku F'B v bodé I a pfimka C'E protind pirimku AG v bodé J. Dokazte,
ze prusecik ptimek Al a BJ lezi na piimce FG. [68 C-1-2]
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N3.

Je dan trojihelnik ABC' s tézistém T. Oznacme M stied jeho strany BC'. Na
polopiimce opa¢né k BA lezi takovy bod D, 7e |AB| = |BD]|, a podobné na
polopifmce opainé k CA lezi bod E tak, ze |AC| = |CE|. Usetky TD, TE
protinaji stranu BC' po tadé v bodech P, (). Dokazte, ze body P, M, @ déli
tsecku BC' na ¢tyri stejné dlouhé ¢asti. [8. CPS MO junioru (2019). K dikazu,
7e P je stted BM, uvazte stfedni piicku BS v trojihelniku ADT. Usecka TP je
stredni prickou v trojihelniku BMS.|

6. Na tabuli je napsano nékolik prirozenych cisel od 1 do 100, pricemzZ Zadné z nich
nent délitelné dvoumistnym prvocislem a soucin Zadnych dvou z nich neni druhou
mocninou prirozeného cisla.

(a) Urcete nejuétsi mozny pocet cisel na tabuli.

(b)

Urcete nejvétsi mozny soucet cisel na tabuli. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

Jaky je nejvétsi mozny pocet Cisel, jez lze vybrat z mmoziny {1,2,...,2019}
tak, aby souc¢in zaddnych tii z vybranych ¢isel nebyl délitelny deviti? Uvedte
priklad vyhovujici podmnoziny a zdivodnéte, pro¢ nemiize mit mensi pocet
prvki. [68-C-S-1]

Jaky je nejmensi mozny soucet Ctyr prirozenych ¢isel takovych, ze dvojice
vytvorené z téchto cisel maji nejveétsi spolecné délitele 2, 3, 4, 5, 6 a 97 Uvedte
priklad vyhovujici ¢tverice s takovym souctem a zdivodnéte, pro¢ neexistuje
vyhovujici ¢tvefice s mensim souctem. [68-C-11-2]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/5433456/c68s.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/5434161/c68ii.pdf

