69. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2019/2020)

Ve

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. V redalném oboru uvaZujme soustavu rovnic

1\3
x4—y2:<a——>
a

s menulovym realnym parametrem a.
a) Najdéte vSechny hodnoty a, pro které md uvedend soustava Tesent.
b) Dokazte, Ze pro libovolné veseni (x,y) této soustavy plati x> + |y| = 4. Kdy
v této nerovnosti nastane rovnost? (Jan Mazak)
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RESENI. Soustavu fesime jako linedrni soustavu rovnic s neznamymi z* a 2. Se-

¢tenim obou rovnic a vydélenim dvéma dostaneme

A3 2 e

Podobné odectenim druhé rovnice od prvni a vydélenim dvéma dostaneme

y2:%<(a+2>3—<a—2>3)=3a+%. (2)

a) Jestlize dana soustava rovnic m4 feseni v oboru redlnych ¢isel, nutné y? = 0.
Ze vztahu (2) vidime, ze musi byt a > 0. Naopak, je-li a > 0, jsou obé pravé strany
rovnic (1) a (2) kladné, a jejich odmocnénim tak najdeme redlnd ¢isla x a y, kterd jsou
feSenim jak soustavy (1) A (2), tak i s ni ekvivalentni ptivodni soustavy rovnic.

b) Pro kladné realné ¢islo a podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
priimérem dvou kladnych ¢isel 22 a |y| a diky rovnostem (1) a (2) plati

4 3 1 4 1
22y =295 = 2+ D) poe ) =2{fer ) <0

a3

Podle téze nerovnosti mezi priméry kladnych redlnych ¢isel a* a 1/a* dale plati

1 1
Y 220/t = =2
a+a4_ a o

1 4
O 2§/3<a4+ —4> 110 2 2V/16 = 4,
a

Dohromady dostavame

coz jsme méli dokazat.



Dva priumeéry (aritmeticky a geometricky), na které jsme se odvolali (dokonce dva-
krat), se obecné rovnaji jen v situaci, kdy se rovnaji obé prumérované hodnoty (viz
navodnou ulohu N3).

Rovnost v dokézané nerovnosti nastane, pravé kdyz x% = |y| a soucasné a* = 1/a?.
Z druhé rovnosti s ohledem na a > 0 dostavame a = 1, coz dosazeno do (1) a (2) dava
v = 4 a y? = 4, je tedy splnéna i prvni rovnost 2 = |y| = 2. Rovnost v dokazané
nerovnosti tudiz nastane, pravé kdyz a = 1.

Poznamka. Pokud Ttesitelé znaji i nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem ¢tyf nezapornych ¢isel, mohou ¢ast b) dokazat nasledovné. Plati

opét s dodatkem, Ze rovnost nastane, pravé kdyz a = 1. Potom jiz snadno dostaneme

24|y = Vet + V2 > Va+Vi=4

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Pro které hodnoty redlného parametru a ma soustava rovnic

2 2
x“+y° =a,
222 + y? = a2
feseni v oboru realnych &isel? [Resime jako linearni soustavu rovnic s neznédmymi x2,
y2, dostaneme 22 = a? —a = a(a — 1), y? = 2a — a® = a(2 — a). Z 22 2> 0 dostaneme

a € R\ (0;1), zy?2 2 0 mame a € (0;2), obé podminky spliuji a € {0} U (1;2).]
N2. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

r+y—z=2a,
T —1y—+z=2b,
—x+y+z=2c

s redlnymi parametry a, b, c[x =a+b,y=a+c, z=>b+c]
N3. Pro nezaporné realna ¢isla a, b plati tzv. nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem (AG-nerovnost)

Vab < a;b.

Dokazte. Kdy nastane rovnost? [Nerovnost upravime na (va — vb)? = 0, ktera zfejmé
plati. Rovnost nastane jen v ptipadé a = b.]
N4. Dokazte, ze pro libovolné kladna cisla a, b, ¢, d plati

(ab—l—cd)(i + i) > 4.

[Roznéasobime vyraz na levé strané a vyuzijeme nerovnost z+1/x = 2 (platnou Vx > 0)
pro x = a/d a pro x = b/c.]
D1. Pro libovolné é&isla a, b z intervalu (1, +00) plati nerovnost

(@®4+1)*+1)—(a—1)2%(b—-1)%2 2> 4.

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [F9—C—I1—7]
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http://www.matematickaolympiada.cz/media/440767/C59ii.pdf

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Dr.

D8.

Najdéte vSechna realna &isla x a y, pro néz vyraz 222 + y2 — 2zy + 2z + 4 nabyva své

nejmensi hodnoty. [B5—C—1-3, ¢ast a)]

Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b plati

\/@<2(a2+3ab+b2)<a+b
= 5(a +b) = 27

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechazi v rovnost. [F9—C—1-5|
Najdéte nejmensi moznou hodnotu vyrazu

322 — 122y + y?,

ve kterém z a y jsou libovolné celd nezdpornd ¢isla. [B5—C—I1—]||
Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

2+L
14 222’

kde z je libovolné redlné &islo. Pro kterd « vyraz V této hodnoty nabyva? [p4—B=TI1=7]
Urcete v8echny dvojice (z,y) redlnych &isel, které vyhovuji nerovnici

ez (e’

[63-B-I-7

Urcete vsechna realné cisla p takova, Ze pro libovolné kladné ¢isla x, y plati nerovnost
3 3
x
" +py” > zy.
r+y

[

Najdéte vSechny mozné hodnoty souctu x + y, kde redlné cisla x, y spliiuji rovnost

z® +y3 = 3zy. [I8-B-1-6]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/2602804/c65i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440766/C59i.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/2603573/c65ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/1759319/b64ii.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/1429511/b63i.pdf
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2. Prirozené cislo n md aspon 73 dvojmistnych déliteli. Dokazte, Ze jednim z nich je
¢islo 60. Uvedte rovnéz priklad cisla n, které md prdveé 73 dvojmistnych déliteli,
véetné ndlezitého zdiuvodneéni. (Josef Tkadlec)

RESENI. Jelikoz 60 = 22 - 3 - 5, sta¢i v prvni ¢asti dokézat, ze p¥irozené éislo n je
soucasné délitelné navzajem nesoudélnymi ¢isly 3, 4 a 5. K tomu pro kazdé z téchto cisel
staci ukazat, ze je jim délitelny alespon jeden dvojmistny délitel ¢isla n.

Dvojmistnych cisel je celkem 90. Mezi nimi jsou délitelna péti ¢isla 10 = 2 - 5,
15=3-5,...,95=19-5, kterych je pravé 18. Mezi dvojmistnymi ¢isly je tak 90 — 18 =
= 72 cisel, ktera 5 délitelné nejsou. Podle Dirichletova principu tak mezi libovolnymi
73 dvojmistnymi cisly je aspon jedno z nich délitelné 5, tedy cislo 5 deéli i cislo n ze
zadani tlohy. Podobné dvojmistna ¢isla délitelna ¢tyfmi jsou 12 = 3 -4 az 96 = 24 - 4,
kterych je prave 22, tedy zbyvajicich 90 — 22 = 68 cisel ¢tyfmi délitelnych neni. Mezi
libovolnymi 73 dvojmistnymi ¢isly je tak alespon jedno, které je délitelné 4. A konecné
¢islem 3 jsou délitelnd dvojmistna cisla 12 = 4 -3 az 99 = 33 - 3, kterych je 30, a tedy
podle Dirichletova principu mezi 73 dvojmistnymi ¢isly je aspon jedno délitelné tfemi.
Tim je prvni ¢ast feseni hotova.

Nyni najdeme priklad ¢isla n, které ma pravé 73 dvojmistnych déliteld. Staci se
jisté omezit na délitele nejmensiho spole¢ného nasobku vSech dvojmistnych cisel, tedy
¢isla

20.3%.5%.72.11-13-17-...-97.

soucin vsSech dvojmistnych prvocisel

Vybirejme v potadi podle velikosti prvocinitele pro ¢islo n v mocninég, jaké se vyskytuji
v uvedeném soucinu, a postupné pocitejme, kolik novych dvojmistnych délitela cisla n
kazdé nové prvocislo prinese.

Necht tedy nejvyssi mocnina 2 délici &slo n je 26. Cislo n tak bude délitelné tiemi
dvojmistnymi cisly

Podobné pokud nejvy$si mocnina ¢isla 3, ktera déli n, je 3* = 81, bude &islo n dale
délitelné dvojmistnymi ¢isly

3-4=12, 3-8=24, 3-16=48, 3-32=96,
32.2=18, 3%2.4=36, 32.8=72, 3¥=27, 33.2=54, 3*=38I,

kterych je 10.
Podobné pokud nejvyssi mocnina éisla 5, ktera déli déli n, je 52, bude ¢islo n dale
délitelné dvojmistnymi ¢isly

5-2=10, 5-3=15, 5-4=20, 5-5=25, 5-6=230, 5-8=40,
5-9=45, 5-10=50, 5-12=60, 5-15=75, 5-16=280, 5-18=90,

kterych je 12.

A pokud nejvyssi mocnina ¢isla 7, ktera déli n, je 72, bude ¢islo n prozatim délitelné
¢isly od 2 do 14 s vyjimkou ¢&isel 11 a 13. Téchto &isel je 11. Cislo n tak bude mit déle
dvojmistné délitele, které ziskdme vynasobenim cisla 7 témito 11 ¢isly. Vidime, Ze nyni
ma takto vybrané cislo n jiz 3 + 10 + 12 + 11 = 36 délitelt.

Vsechna dvojmistna prvocisla 11,13, ... se ve vychozim souc¢inu vyskytuji v prvni
mocniné. Pokra¢ujme proto v rozsifovani dosud vytvoiené hodnoty n = 26 .3% .52 .72
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s 36 dvojmistnymi déliteli o dvojmistné prvocinitele s jedinym zastoupenim, a to opét
postupné podle jejich velikosti. Pfidanim prvocinitele 11 ziska ¢islo n dalsich 9 dvojmist-
nych déliteld od 11-1 =11 do 11-9 = 99. Poté bude mit ¢islo n jiz 36 +9 = 45 déliteld.

Pridanim prvocinitele 13 budou dalSimi sedmi dvojmistnymi déliteli ¢isla n ¢isla
13-1 =13 az 13- 7 = 91, celkem uz tedy mame 45 + 7 = 52 dvojmistnych délitelt
¢isla n. S kazdym pfidanym prvocinitelem p € {17,19}, kterymi bude ¢islo n délitel-
né, mu pribude pét dvojmistnych déliteld od p do 5p, a bude jich mit 52 + 10 = 62.
S prvocinitelem 23 dostaneme dalsi ¢tyri dvojmistné délitele 23 - 1 = 23 az 23 - 4 = 92,
celkem jich uz méame 62 +4 = 66. S kazdym z prvociniteli p € {29, 31} dostaneme dalsi
tfi dvojmistné délitele p, 2p, 3p, takze dvojmistnych délitelti uz je 66 + 6 = 72. Chybi
uz jen jeden dvojmistny délitel do pozadovaného pocétu 73, za né€j musime vzit néjaké
prvocislo vétsi nez 50, kuptikladu 53.

Pravé 73 dvojmistnych déliteltt tak ma naptiklad ¢islo

n=20.3.5%.72.11-13-17-19-23-29 - 31 - 53.
Pri konstrukci vyhovujiciho ¢isla n mtzeme postupovat i jinak: kdyz napiiklad
nejvyssi mocninou ¢isla 3, ktera déli n, bude pouze 3% a v zavéru namisto prvodéisla 53

vezmeme prvocislo 37, bude nové n mit navic dvojmistné délitele 37 a 74 a z ptivodnich
prijde o délitele 81 a 53. Dostaneme tak jiné vyhovujici ¢islo

ny=26.33.52.72.11-13-17-19-23-29 - 31 - 37.

JINE RESENI. Nejmensi spoleény nasobek vSech 90 dvojmistnych ¢isel

20.3%.5%.7%.11-13-17-...-97

soucin vsSech dvojmistnych prvocisel

méa pravé 90 dvojmistnych déliteltd. Pokud jej vydélime vSemi prvocisly od 53 do 97,
kterych je pravé 10, prijde vysledné cislo o deset dvojmistnych délitelt, a bude tak mit
jen 80 dvojmistnych déliteli.

Pokud tento podil déle vydélime prvocisly p € {37,41,43,47}, ptijde vzniklé ¢islo
s kazdym prvocislem p o dvojmistné délitele p a 2p. Po téchto ¢tyfech délenich tak bude
mit vysledné ¢islo jesté 80 — 8 = 72 dvojmistnych déliteld. Pokud bychom dale vydélili
toto cislo nasledujicim prvocislem 31, ztratili bychom jiz tii dvojmistné délitele, 31, 62
a 93, coz je moc. Aby ubyl jeden dvojmistny délitel, staci nase ¢islo délit 3 (ztratime
jen délitele 3* = 81) nebo 2 (ubude délitel 26 = 64) a dostaneme tak vyhovujici ¢isla

np=2%.3".5%.7.11-13-17-19-23-29-31 - 37
(které jsme obdrzeli jiz predchozi konstrukei) a
ny=2°-3.5%.72.11-13-17-19-23-29 - 31 - 37.
Uvédomme si, ze pokud bychom v poslednim kroku vydélili dosud sestrojené ¢islo
misto 2 nebo 3 prvocislem 5, ubyli by nam tti délitelé 25, 50, 75.
Dodejme jesté pro zajimavost, ze nejmensi spole¢ny nasobek vSech dvojmistnych

Cisel (vypsany v prvni vété tohoto FeSeni) ma 248446976 déliteld, ktefi maji po
73 dvojmistnych délitelich. Nejmensi z nich je ¢islo ny nalezené postupem z pivodniho
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feSeni, nejvétsi pak cislo ng, které dostaneme, kdyz vychozi nejmensi spolecny nasobek
vydélime soucinem 2 - 11 - 13:

ng=2"-3.5%.7%.17-19-23-...-97.

soucin vSech dvojmistnych prvocisel od 17 do 97

JINE RESENI. Ukazme jesté jednu konstrukei éisla, které ma praveé 73 dvojmistnych
délitelt. Vezméme soucin vSech dvojmistnych ¢isel, kterd nejsou délitelna sedmi, tj. vy-
nechame cisla 2 - 7,...,14 - 7, kterych je 13. Vytvorime tak soucin 90 — 13 = 77 cisel,
ktery mé pravé téchto 77 dvojmistnych délitelii, nebot Zddné z nich neni délitelné sedmi,
jako je naopak kazdé ze 13 vynechanych cisel. Je tedy tieba jesté ctyri délitele zrusit,
a to tieba tak, zZe ze soucinu odstranime ctyti Cinitele, za néz vybereme libovolna ¢tyti
prvocisla vétsi nez 50, kuptikladu ctyfi nejveétsi 97, 89, 83 a 79, a budeme pak hotovi.
Dostaneme tak vyhovujici ¢islo

ng=20-3.5%.11-13-17-...-73.

soucin vSech dvojmistnych prvocisel od 11 do 73

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Prirozené cislo n neni délitelné sedmi. Ukazte, ze ma nejvyse 85 déliteli mensich
nez 100. [Cislo n jisté neni délitelné 14 &isly z mnoziny {7,14,21,28,...,98}, tedy
pocet jeho délitelti mensich nez 100 je nejvyse 99 — 14 = 85.]

N2. Najdéte prirozené ¢islo n, které neni délitelné sedmi a mé pravé 85 déliteld mensich
nez 100. [Za n staéi vzit soucin vSech ¢isel mensich nez 100, jeZ nejsou nésobky sedmi.]

N3. Kolik dvojmistnych déliteltt m4 ¢islo 202029127 [Protoze 2020 = 22 -5 - 101, dvojmistni
délitelé &isla 2020291° budou pravé ti, ktefi maji v prvoéiselném rozkladu pouze dvojky
a pétky. Jsou to ¢isla (uspofddand nejdiive podle mocnin éisla 5 a potom podle mocnin
¢isla 2, které je déli)

24 =16, 2°=32, 26=64, 5.2=10, 5-22=20,
5.23 =40, 5-2*=80, 52=25 5%.2=50,

kterych je pravé 9.]

N4. Kolik dvojmistnych déliteltt mé ¢islo 22 - 33 - 44 . 55 . 65 . 777 [Téch je 36. To zjistime
budto pfimo jejich vypsanim (10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 35, 36,
40, 42, 45, 48, 49, 50, 54, 56, 60, 63, 64, 70, 72, 75, 80, 81, 84, 90, 96, 98), nebo zjisténim
nad seznamem vSech 21 dvojmistnych prvocisel 11, 13, ..., 97, Ze maji dohromady
54 dvojmistnych nasobki, totiz jednotlivé po fadé 9, 7, 5 (dvakrat), 4, 3 (dvakrat), 2
(¢tyrikrat) a 1 (desetkrat) — hledany pocet je tedy 90 — 54 = 36.]

N5. Kolik dvojmistnych déliteltt ma ¢islo 50! = 50-49-48-...-2-17 [Na rozdil od pfedchazejici
ulohy je snazs§i spocitat Cisla, ktera déliteli nejsou. Jsou to vSechna prvocisla vétsi nez 50,
téch je 10. Pocet vSech dvojmistnych délitelt tak je 80. Je potieba si rozmyslet, Ze
prvocisla mensi nez 50 jsou obsazena v ¢isle 50! v dostate¢né mocniné.|

D1. Kolik dvojmistnych délitelt ma ¢islo 2017 [Stadi vyloucit prvocisla vétsi nez 20 a jejich
nasobky, téch je 28. Pocet vSech dvojmistnych délitelt tak je 62. Je potieba si rozmyslet,
Ze prvodisla mensi nez 20 jsou obsazena v ¢isle 20! v dostateéné mocniné.]

D2. Najdéte vSechna pfirozena ¢isla n, pro néz mé n! vice dvojmistnych délitelt nez (n—1)!.
[Jisté jsou to vSechna prvocisla do sta, kterd jsou vétsi nez 3, a pak éisla, kde n! obsahuje
vy$8i mocninu néjakého prvoéisla nez (n — 1)! takovou, Ze tato mocnina je mensi nez
sto, tj. prop =T jeton =14, prop =5n =10, prop =3 n = 6,9 a prop = 2
n = 4,6,8, tj. jsou to vSechna prvocisla od 5 do 97 a navic 4,6,8,9, 10, 14.]

D3. Existuje prirozené ¢islo n, ze n! je délitelny pravé polovinou ze vSech dvojmistnych ¢isel?
[Je tfeba brat prvocisla mensi nez sto od nejvétsiho a divat se, kolik jeho nasobku je
mensich nez 100. Ukaze se, ze 12! mé 43 dvojmistnych délitelt a 13! ma 50 dvojmistnych
déliteld, tj. 45 dvojmistnych déliteld nemé zadné n!.]

D4. Najdéte nejmensi prirozené Cislo k takové, ze kazda k-prvkova mnozina trojmistnych
po dvou nesoudélnych éisel obsahuje aspon jedno prvocislo. [F6—B—I=]J]

D5. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet &isel tak, aby soudet zaddnych
dvou vybranych ¢isel nebyl nasobkem jedenacti. Vysvétlete, pro¢ zvoleny vybér ma
pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho pocétu éisel nevyhovuje. [E8=C—I=5|
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Dé6.

Dr7.

D8.

D9.

Urcete nejmensi pfirozené Cislo k s vlastnosti: Vybereme-li libovolnych k rtznych Cisel
z mnoziny {1, 2,...,1999}, pak mezi nimi existuji dvé, jejichz soucet je 2000. [A9—C—S-1]|
Urcete nejmensi prirozené Cislo k s vlastnosti: Vybereme-li libovolnych k rdznych cisel
z mnoziny {1,2,...,2000}, pak mezi nimi existuji dvé, jejichz soucet nebo rozdil je 667.
[A9-A-S5—]|

Najdéte vSechna pfirozena ¢isla, kterd maji stejny poéet sudych i lichych délitela. [Jsou
to ¢isla tvaru 21, kde [ je liché ¢islo. Kazdé hledané ¢islo musi sudé — tehdy ovsem pred-
pis d — 2d urcuje injektivni zobrazeni mnoziny vSech jeho lichych déliteli do mnoziny
vSech jeho sudych délitelid, tudiz toto zobrazeni musi byt podle zadani i surjektivni,
a proto je hledané ¢islo tvaru 2, kde [ je jeho nejvétsi lichy délitel.]

Souc¢in vsech kladnych délitelti prirozeného ¢&isla n je 201°. Uréete n. [f4—B-_111]]


http://www.matematickaolympiada.cz/media/440629/C49s.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/440623/A49s.pdf
http://www.matematickaolympiada.cz/media/1759319/b64ii.pdf

3. Necht AC je primér kruZnice opsané tétivovému ctyrihelniku ABCD. Predpokld-
dejme, Ze ma poloprimkdch opacnych k poloprimkdm AD a DC existuji po radé
body A’ # A a C'" # D takové, zZe plati |AB| = |A’B| a |BC| = |BC'|. Dokazte
turzeni:

a) Body A’, B, C' a D lezi na téZe kruznici k.
b) Je-li O stred kruznice k a O, O¢ jsou po Tadé stredy kruinic opsanych troj-
thelnikum AA'B, CC'B, pak plati OO L OO¢. (Jaroslav Svréek)

RESENT. a) Jelikoz ¢tyithelnik ABCD je tétivovy, je soucet jeho vnitinich thlt
u vrcholi A a C roven 180°, tedy uhly BCD a BAA’ jsou shodné (druhy z nich je vnéjsi
k vnitfnimu thlu ¢étyfahelniku u vrcholu A, obr.1). Trojuhelnik ABA’ je z rovnosti
|AB| = |A’B| rovnoramenny, jeho vnitini ihly u vrcholi A a A’ jsou tak shodné.
Podobné jsou shodné vnitini thly u vrcholi C' a C’ v trojihelniku BC'C'. Tudiz i thly
DC’'B a DA’B jsou shodné. Protoze body A’ a C’ lezi v téze poloroviné BDA, plyne
odtud podle véty o obvodovém thlu, ze body A’, B, D a C’ lezi na téze kruznici k, coz
jsme méli dokazat.

Obr. 1

b) Protoze AC je primérem kruznice opsané ¢tyftuhelniku ABCD, je podle Tha-
letovy véty tthel ADC, tedy i thel A’DC (a k nému vedlej$i ithel A’DC’) pravy. Usec-
ka A'C’ je tak z Thaletovy véty primérem kruznice k, tedy i ihel A’BC’ je pravy.
Body O a O4 lezi na ose usecky BA’, podobné i body O a O¢ lezi na ose tsecky BC'.
OvsSem, jak jsme jiz dokézali, isecky BA’" a BC’ jsou na sebe kolmé, tedy i jejich osy
004 a OO¢ jsou na sebe kolmé, a tudiz plati OO, L OO¢, coz jsme méli dokazat.

Pozndmka. Dodejme pro zajimavost, Ze obé kruznice na obr. 1 jsou shodné, nebot
jsou opsany trojihelnikim ABC a A’BC’, a ty jsou shodné podle véty sus (jak plyne
ze dvou rovnosti ze zadani a z naseho zjisténi v ¢asti b) Feseni, Ze pravy je nejen thel

ABC, ale i thel A'BC").

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. Ptripomerite si Thaletovu vétu a obecnéjsi poznatek o obvodovych a stfedovych tihlech
v dané kruznici.
N2. Ctyfi riizné body A, B, C, D lezi na jedné kruznici. Dokazte, Ze osy usecek AB, AC,
AD, BC, BD, CD prochézeji tymz bodem. [Je to stfed kruznice prochézejici body A,
B, C, D.]



N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Db5.

Dé6.

Dr.

D8.

D9.

Necht M je vnitini bod zdkladny BC' rovnoramenného trojihelniku ABC. Na jeho
rameni AB lezi bod D tak, ze |MB| = |MD|. Dokazte, ze body A, C, M, D lezi na
jedné kruznici. [Z rovnoramennych trojahelniki ABC a M BD plyne postupné shodnost
uhla ACM, ACB, CBA, MBD a M DB, posledni z nich je vSak vedlejsi thel k thlu
ADM, takze soucet thlu u protilehlych vrchola C a D ¢tyifahelniku ADMC' je roven
180°.]

Necht ABCD je konvexni ¢tyfihelnik, v némz AD 1| BD. Oznaéme M priseéik jeho
uhlopficek a sestrojme kolmy pramét P bodu M na pfimku AB a kolmy prumét Q
bodu B na ptfimku AC. Dokazte, ze bod M je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku
PQD. [F3-B17]

Je dana kruznice k a jeji pramér AB. Uvnitf secky AB zvolime libovolny bod C a pak
na kruznicik vybereme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|. Osa Ghlu ABD protne
kruznici k v bodé E (rtizném od bodu B). Dokazte, ze trojihelniky AEC a CBD jsou
podobné. [FE-B-57]

Je dana kruZnice k se stfedem S a tétivou AB, ktera neni jejim primérem. Na polo-
pfimce opacné k polopfimce BA je vybran libovolny bod K rtzny od B. Dokazte,
ze kruznice opsané trojuhelniku AKS protne kruznici k v takovém bodé C, ktery je
soumérné sdruzeny s bodem B podle pfimky SK. [F8=B-II=]J]

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Oznacéme D patu vysky z vrcholu A a D1, Dy obrazy
bodu D v osovych soumérnostech po fadé podle pfimek AB, AC. Déle ozna¢me Ej
a E2 body na pfimce BC takové, ze D1FE1 || AB a DaFE> || AC. Dokazte, ze body D1,
D2, E1, F2 lezi na téze kruznici, jejiz stfed lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC.
[68-A-T7]

Necht V je prisecik vysek ostrotthlého trojiuhelniku ABC. Piimka CV je spole¢nou
tecnou kruznic k a [, které se vné dotykaji v bodé V a pfitom kazda z nich prochazi
jednim z vrcholi A a B. Jejich pruseciky s vnitiky stran AC a BC oznaéme P a Q.
Q # B). Dokazte, ze polopfimka VC je osou Ghlu PVQ a ze body A, B, P, Q lezi na
jedné kruznici. [62=B=1-3|

V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi stranou AB a pravym uthlem pfi
vrcholu A. Oznac¢me ki kruznici sestrojenou nad stranou AD jako primérem a ko kruz-
nici prochézejici vrcholy B, C a dotykajici se ptimky AB. Maji-li kruznice k1, k2 vnéjsi
dotyk v bodé P, je pfimka BC te¢nou kruznice opsané trojuhelniku C'DP. Dokazte. [
p2-B-11]

V roviné je dan rovnobéznik ABCD, jehoz uhlopficka BD je kolmé ke strané AD.
Ozna¢me M (M # A) pruseéik piimky AC s kruznici o priiméru AD. Dokazte, Ze osa
usecky BM prochézi stfedem strany C'D. [F7—B-II=3]

Necht K je libovolny vnitini bod strany AB daného trojuhelniku ABC. P¥imka CK
protind kruznici opsanou trojuhelniku ABC' v bodé L (L # C). Ozna¢me ki kruznici
opsanou trojuhelniku AK L a ko kruznici opsanou trojihelniku BK L.

a) Dokazte, ze pfimka AC je te¢na kruznice ki, pravé kdyz piimka BC' je te¢na
kruznice k2.

b) Pfedpoklddejme, ze pfimka AC je seéna kruznice k1. Necht P (P # A) je prusecik
pfimky AC' s kruznici k1 a Q (Q # B) pruseéik pfimky BC' s kruznici k2. Dokazte,
ze bod K lezi na tseéce PQ. [B3=A-TI=3]

Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A, B. Oznaéme K, L po fadé
dotykové body jejich spolecné tecny zvolené tak, ze bod B je vnitfnim bodem troj-
thelniku AK L. Na kruznicich k a [ zvolme po fadé body N a M tak, aby bod A byl
vnitinim bodem usecky M N. Dokazte, ze ¢tyfuhelnik K LM N je tétivovy, pravé kdyz
pfimka M N je teénou kruznice opsané trojuhelniku AK L. [[0—A-I=]|
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4. Necht p, q jsou dand nesoudélnd prirozend ¢isla. Dokazte, Ze pokud md rovnice
2
pr” —(p+q)z+p=0
celociselny koren, potom ma celociselny koren i rovnice

pr? +qr +p* —q=0.
(Patrik Bak)

w<

ESENI. Necht zq je celoéiselny kofen prvni rovnice. Z jejiho prepisu do tvaru

p(zg +1) = (p + q)zo (1)

vidime, Ze z¢ > 0, protoZe zbyvajici ¢initelé p, z3+1 a p+q v (1) jsou podle predpokladu
piirozena ¢isla. Nejvétsi spolecny délitel éisel zg a 23+ 1 déli i éislo (22 +1) — -2 = 1,
takze ¢isla zg a 22 + 1 jsou nesoudélnd, a z rovnice (1) tak plyne, Ze x¢ déli ¢islo p.
Naopak, z nesoudélnosti ¢isel p a ¢ plyne i nesoudélnost ¢isel p a p + ¢, a tak z vyse
uvedené rovnice vidime, ze také ¢islo p déli zg. Protoze obé tato cisla jsou prirozena,
plyne odtud zg = p.

Dosadime-li p za 2o do (1) a pak obé strany vydélime nenulovou hodnotou p,
dostaneme

p>’+1=p+q neboli g=p>—p+1.

Nyni toto vyjadreni ¢isla ¢ dosadime do druhé zadané rovnice a postupné upravime:

0=pa?+ (@ —p+ Dz +p* -’ —p+1) =
=p® +(p* —p+Da+p—1=(@pz+1)(z+p-1).

Vidime, ze upravend, a tedy i druhé ptivodné zadana rovnice ma celociselny koten 1 — p.
Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Pozndmka. Klicovy vztah ¢ = p? —p+ 1 miizeme rovnéz odvodit tak, Ze rovnost (1)

prepiseme do tvaru
p To

p+q:x(2)+1’

v némz na obou stranach stoji zlomky v zékladnim tvaru, takze se museji rovnat jak

jejich citatelé, tak i jmenovatelé: p = g a p +q = 2% + 1 = p? + 1, odkud uz méme
2

g=p°—p+1

Poznamka. Ukazme na prikladech, ze pro soudélna prirozena cisla p, ¢ tvrzeni tlohy
obecné neplati. Pro p = ¢ = 2 ma prvni rovnice 222 — 4z 4+ 2 = 0 celo¢iselny koten 1,
zatimco druhd rovnice 222 + 22 + 2 = 0 nemé 74adny kofen. Jin4 situace nastane pro
p = 14 a ¢ = 86: prvni rovnice 1422 — 100z + 14 = 0 ma kofen 7, avSak druh rovnice
1422 + 86x + 110 = 0 m4 pouze iracionalni koteny.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze pokud a, b a c jsou kladna realnd cisla, pak je kladny i kazdy koren kvad-
ratické rovnice ax? — bx + ¢ = 0. [Leva strana rovnice je kladna pro kazdé = < 0.]

N2. Dokazte, Ze méa-li rovnice axz? + bx + ¢ = 0 celodiselné koeficienty a, b a ¢, pak kazdy
jeji kofen, ktery je také celym &islem, musi byt délitelem ¢&isla c. [Plyne to z tpravy
rovnice do tvaru ¢ = —z(ax + b).]

N3. Necht ptirozené ¢islo a je délitelem pfirozeného ¢isla b a soudasné &islo b je délitelem a.
Potom a = b. Dokazte. [Plati a < bib < al]
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N4.

N5.

N6.

NT7.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Pfirozena cisla a a b jsou nesoudélnd, stejné jako prirozend cisla ¢ a d. Dokazte, Ze
z rovnosti ac = bd pak plyne a = d a b = c. [Uvaizte, kdy z = | yz plyne z | 2.]
Dokazte, ze jsou-li ¢isla a, b nesoudélnd, plati totéz i o ¢islech a, a +b. [Kazdy spole¢ny
delitel ¢isel a, a + b déli i éislo (a +b) —a = b.]

Necht a je pFirozené &islo, uréete vechny mozné nejvétsi spoleéné délitele &isel a a a? +4.
[Necht d je nejvétsi spoleény délitel obou éisel, potom d déli éislo (a? +4) —a - a = 4.
Nejvétsi spolecny délitel obou cisel tak mize byt 1, 2 nebo 4. Prvni moznost nastane
pro a lichd, druha pro a délitelnd dvéma a ne &tyfmi, tieti pro a délitelnd Etyfmi.
Necht p je pFirozené &islo. Najdéte kofeny rovnice pz? + (p2 —p+lz+p—1=0.
[z1 =—1/p, z2 =1 —p]

Najdéte vSechna trojmistna cisla n, jejichz druhd mocnina konéi stejnym trojcislim
jako druh& mocnina éisla 3n — 2. [F0=B=S—]]]

Najdéte vSechny dvojice (a, b) celych &isel, jez vyhovuji rovnici
a® + Tab+ 6b> + 5a +4b+3 = 0.

F-B—L] )
Najdéte vSechna FeSeni rovnice zyz = 3(z+y+2) v oboru celych kladnych &isel. Resend,
kterd se lisi jen pofadim, nepovazujeme za ruzna. [36-B—11-3b]

Kolik existuje celych kladnych &isel z < 2002000 takovych, Ze &islo 2002000 d&li &islo
x3 — 2?7 [41-B-1-6]

Cislo 2n* + n3 + 50 je délitelné Sesti pravé pro ta prirozena &isla n, pro ktera je &islo
2 - 4™ 4 3™ + 50 délitelné tfinacti. Dokazte. [45—B-1-4]
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5. Jsou ddny kruznice a(A;ry), b(B; 1), které se vné dotykagi v bodé T . Jejich spoleénd
vnéjsi tecna se dotykd kruznice a v bodé T, a kruznice b v bodé Ty. Pomoci rq, 14
vyjadrete pomér poloméru kruznic k., ky opsanych po radé trojuhelnikum T, AT,
T,BT. (Sarka Gergelitsovd)

RESENI. Oznaéme Q priiseéik spoleéné vnéjsi tecny T, T} se spole¢nou vnitini tec-
nou kruznic a a b v bodé T'. Te¢na ke kruznici svira s primeérem této kruznice procha-
zejicim bodem dotyku pravy uhel, a tak ahly AT,Q a AT(Q jsou pravé. Body T, a T
tak lezi podle Thaletovy véty na kruznici s prumérem A(Q), tato kruznice je pak také
kruznici k, opsanou trojihelniku T, AT (obr. 2). Podobné ukdzeme, ze () B je prumeérem
kruznice k.

Obr. 2

Primky QT a QT, jsou tecny kruznice a, pifimka QA prochéazejici jejim stfedem je
tak osou tthlu TQT,. Z podobného dtvodu je piimka QB osou thlu TQT}. Uhel T,QT},
je primy, primky AQ a BQ tak sviraji pravy uhel a trojuhelnik ABQ je pravouhly.
Velikost jeho odvésny AQ je podle Eukleidovy véty |AQ| = \/7a(re + 75) @ pro velikost
druhé odvésny plati |BQ| = \/rp(ra + 7).

Hledany pomér polomért kruznic opsanych trojuhelnikim T,AT, T, BT je roven
pomeéru velikosti jejich priméra AQ a BQ, tedy

|AQ‘ \/ Ta + rb \/E

1BQl — \/ry(ra +13)

JINE RESENI. Stejné jako v predchézejicim FeSeni uvazujme prusecik () spole¢né
vnitini a vnéjsi te¢ny kruznic a, b. Ze symetrie tecen ke kruznici a plyne |TQ| = |T,Q)|
a podobné ze symetrie tecen ke kruznici b plyne |TQ| = |T,Q|. Bod @ je tak stfedem
kruznice opsané trojuhelniku 77,7, a jeho strana 7,7}, je zaroven jejim priameérem.
Podle Thaletovy véty je tudiz thel T,TT;, pravy. Soucet velikosti thla ATT, a BTT} je
tedy 90°. Z kolmosti QT 1. AT tak dostavame, ze tihel T, 7@ ma stejnou velikost jako
uhel T, T B, a proto jsou rovnoramenné trojuhelniky 7,QT a T, BT podobné. Bod @
ovSem lezi na kruznici k, opsané trojuhelniku ATT,, nebot ¢étyfuhelnik ATQT, je po-
dle Thaletovy véty tétivovy. V podobnosti trojuhelnika 7,QT ~ T, BT tak kruznici k,
odpovida kruznice kp, ktera je opsana trojuhelniku 7, BT. Odtud plyne, ze pomér polo-
méru kruznic k, a kp je roven poméru délek jejich tétiv QT a BT. Analogickou tivahou
o podobnosti trojuhelnika T,AT ~ T,QT s prihlédnutim k tomu, Ze bod @ lezi na
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kruznici b, dostaneme, Ze tyz pomér je stejny jako pomér délek jinych jejich tétiv AT
a QT. Proto hodnotu p hledaného poméru mizeme ziskat jako odmocninu ze soucinu ji
rovnych hodnot:

Q1| |AT| _ [lAT| _ [ra
BT QT ~ \ BT ~ V'

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.
N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Necht V, a V, jsou paty vysSek trojuhelniku ABC po fadé z vrcholi A a B a V je
prusecik jeho vysek. a) Dokazte, ze body A, B, V4, V}, lezi na téze kruznici. b) Dokazte,
ze body V, V,, C, V, lezi na téze kruznici. [a) Podle Thaletovy véty je to kruznice
s primérem AB. b) Podle Thaletovy véty je to kruznice s primeérem CV ]
Pfipomente si znéni Eukleidovych vét o vysce a odvésné pravouhlého trojahelniku.
Kruznice ky lezi vné kruznice kq a je s ni disjunktni. Necht jejich vnéjsi spole¢né tecny
ToTy aTaTp (Ta, T4 € ka, Ty, TB € ki, Ta # Ta aTy # Tg) protinaji jejich spoleénou
vnitini teénu VoV, (Vo € ka, Vi € kp) po fadé v bodech A a B. Dokazte, ze |T,Ty| =
= |TaTg| = |AB|. [Prvni rovnost plyne ze soumérnosti podle pfimky prochazeji stiedy
obou kruznic. Déle ze soumérnosti plati |[To A| = |Vo A|, |ThA| = |VBA|, |TaB| = |Va B,
|TpB| = |VpB|. Sectenim téchto rovnic dostaneme |T, A| + |TpA| + |TaB| + |[TpB| =
= |Va A|+|VpA|+|VaB| 4|V, B|. Na levé strané rovnice je souéet (stejnych) délek |T,T} |
a |TaTg|, na pravé dvojnasobek |AB|, odtud tak plyne druh4 dokazovand rovnost.]
Pravotihlému trojihelniku ABC' s preponou AB je opsana kruznice. Paty kolmic z bodua
A, B na tefnu k této kruznici v bodé C' ozna¢me D, E. Vyjadrete délku tsecky DFE
pomoci délek odvésen trojuhelniku ABC. [68=C=1=7|

Pravouhlému trojihelniku ABC' s pfeponou AB a obsahem S je opsana kruznice. Te¢na
k této kruznici v bodé C' protina tec¢ny vedené body A a B v bodech D a E.Vyjadrete
délku tsecky DE pomoci délky ¢ pfepony a obsahu S. [E8=C—11—]

Necht k je polokruznice sestrojena nad primérem AB, ktera lezi ve ¢tverci ABCD. Uva-
zujme jeji teénu t1 z bodu C (rtiznou od BC) a ozna¢me P jeji priisecik se stranou AD.
Necht t2 je spoleénd vnégjsi te¢na polokruznice k a kruznice vepsané trojuhelniku CDP
(rtiznd od AD). Dokazte, ze pfimky t1 a t2 jsou navzdjem kolmé. [FI=B—I-3]
Kruznice k(S;r) a l(O; R) se vné dotykaji v bodé T'. Jejich spole¢nd teéna v bodé T
protind jejich vnéjsi spole¢nou teénu v bodé M. Dokazte, Ze trojuhelnik SOM je pra-
vouhly, a vyjadiete jeho obsah pomoci polomért r a R danych kruznic. [0 2
V roviné jsou dany kruznice k a [, které se protinaji v bodech E a F'. Te¢na ke kruznici [
sestrojend v bodé E protind kruznici k v bodé H (H # E). Na oblouku EH kruznice k,
ktery neobsahuje bod F, zvolme bod C (E # C # H) a pruseéik pfimky CE s kruZnici
oznaéme D (D # E). Dokazte, ze trojuhelniky DEF a CHF jsou podobné. [66—B-T1-3|
Kruznice k se stfedem S je opsana pravidelnému Sestitthelniku ABCDFEF. Teéna
v bodé A ke kruznici k protne pfimku SB v bodé K a te¢na v bodé B protne pfimku SC
v bodé L. Dokazte, ze ¢tyfahelniku K LC B lze opsat kruznici, kterd je shodna s kruz-

nici k. [FE-C-57]
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6. Figurka strelce ohrozuje na sachovnici libovolné pole diagondly, na niz strelec stoji.
Pokud ovsem na nékteréem poli diagonaly stoji vez, strelec uzZ pole za ni neohroZuje.
Urcete nejvéetsi mozny pocet strelci, které muzZeme spolu se ctyrmi véZemi umistit
na Sachovnici 8 X 8 tak, aby se strelci navzajem neohroZovali. (Jan Mazak)

RESENI.

Kazdé bilé pole lezi na nékteré ze sedmi diagonal rovnobéznych s bilou

hlavni diagonalou a vyznacenych na levém obrazku sipkami. Podobné lezi ¢erné pole na
nékteré ze sedmi diagonal rovnobéznych s ¢ernou hlavni diagonalou. Na kazdé z téchto
diagonal bez vézi muze stat nejvyse jeden stfelec. Na prazdnou Ssachovnici lze tedy
umistit nejvyse 14 strelct.

V obecné situaci, kdy je na Sachovnici rozmisténo reknéme k vézi, pro kazdou
diagonalu D ze 14 nami uvazovanych oznacime kp pocet vézi, které na ni stoji. Cela
¢isla kp jsou tedy nezaporna a jejich soucet je roven k. Pritomnych kp vézi vymezuje
na diagonale D zfejmé nejvyse kp + 1 tisektl poli bez véze a na kazdém z nich miize byt
nejvyse jeden strelec, tudiz na celé diagondle D je dohromady nejvyse kp + 1 strelct.
Pocet neohrozujicich se stielcti na celé Sachovnici tak nepievysuje soucet 14 ¢isel kp +1,
ktery je roven k + 14, tedy 18 v pripadé k = 4.

NN NN

pN
pN
pN

Obr. 3

Pravy obrazek ukazuje priklad sachovnice se ¢tyfmi vézemi, na kterou jsme umistili
18 stfelci, aby se navzajem neohrozovali.

Odpoved. Hledany nejvétsi pocet stelcli, které lze umistit spolu se ¢étyfmi vézemi
na Sachovnici tak, aby se stfelci navzajem neohrozovali, je pravé 18.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

Jaky nejvetsi pocet stielct 1ze umistit na bila pole Sachovnice 8 X 8 tak, aby se navzajem
neohrozovali? [Sedm. Na Sachovnici uvazujme diagonély rovnobézné s bilou hlavni dia-
gonalou. Vcetné ji je jich pravé 7. Na kazdou miizeme umistit nejvyse jednoho stielce.
Protoze kazdé bilé pole lezi na nékteré z téchto diagonal, mizeme tak na Sachovnici
umistit nejvyse 7 strelcd. Vyhovujici umisténi 7 stfelcd mizeme vybrat napiiklad tak,
ze budou v poétech 4 a 3 v krajnich sloupcich Sachovnice.]

Urcete nejvetsi pocet strelcti, které miizeme umistit na bilou hlavni diagonalu sachov-
nice 8 X 8 spolu se dvéma véZzemi tak, aby se navzajem neohrozovali ve smyslu zadani
soutézni ulohy. [Dvé véze rozdéli diagondlu na nejvyse tii ¢asti. Na kazdou mizeme
umistit nejvyse jednoho stielce. Proto je hledany pocet stielcti nejvyse tfi. A tyto tii
stfelce uz umime umistit na Sachovnici spolu se dvéma vézemi pozadovanym zptsobem,
napriklad stfelce umistime na prvni, tfeti a paté pole a véze na druhé a ¢tvrté pole
diagonaly.]

Urcete nejvétsi pocet kralda, které muzeme umistit na Sachovnici 8 x 8 tak, aby se
navzajem neohrozovali. [Sachovnici rozdélime na 16 &tvercti 2 X 2, na kazdy z nich
miizeme umistit nejvyse jednoho krale, proto je kralt nejvyse 16. Sestnact kralt uz na
Sachovnici umistit umime, napfiklad na ta pole, jejichz obé soufadnice jsou liché.]
Urcete nejvétsi pocet kralda, které miuzeme umistit na Sachovnici 9 x 9 tak, aby se
navzajem neohrozovali. [P¥iddme-li jeden fadek a jeden sloupec Sachovnice, dostaneme
Sachovnici 10 x 10, na kterou mizeme podle podobné Givahy jako v feSeni N3 umistit

14



D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Dr7.

nejvysSe 25 kralt. A ty umime umistit, napfiklad na pole, jejichz obé soufadnice jsou
liché.]
Najdéte nejvétsi prirozené cislo k, pro které lze na Sachovnici 8 X 8 rozmistit k vézi
a k + 14 navzajem se neohrozujicich stfelct. [k = 18. Celou Sachovnici lze rozlozit na
sedm bilych diagondl délek 2, 4, 6, 8, 6, 4, 2 a sedm Cernych diagonal téchze délek. Pokud
se na libovolné z téchto 14 diagonal D nachazi kp vézi, je
na ni nejvyse kp + 1 navzajem se neohrozujicich stielct.
Podle zadani je vSak celkovy pocet stielci o 14 vétsi nez
celkovy pocet vézi, proto na kazdé uvazované diagonale D
musi byt praveé kp + 1 strelcti. To je pro diagonaly D délek
2,4, 6,8 mozné, jen pokud odpovidajici kp neprevysuje po
fadé hodnoty 0, 1, 2, 3. Proto pocet k vézi na celé sachov-
nici nepfevySuje hodnotu 2(0+1+2+3+4+2+1+40) = 18.
Hodnota k£ = 18 je pfitom moznd, jak ukazuje piiklad
rozmisténi 9 vézi a 9 + 7 = 16 stielct na bilych polich
podle obrazku; rozmisténi stejnych poctl vézi a stielci
na ¢ernych polich provedeme analogicky.]
Kazdy vrchol pravidelného devatendctitthelniku je obarven jednou ze Sesti barev. Vy-
svétlete, proc¢ stejnou barvu maji vSechny vrcholy nékterého tupothlého trojihelniku.
[62-C—S]]
Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachazi se na ni jedna lod 2 x 3. Mtizeme se zeptat na
libovolné policko desky, a pokud lod zasdhneme, hra kon¢i. Pokud ne, ptame se znovu.
Urcete nejmensi pocet otazek, které potfebujeme, abychom jisté lod zasahli. [68=B=I-]
Na desce 5 x 5 hrajeme hru lod&. Ze ¢tyf poli desky je vytvorena jedna lod tvaru
L-tetromina. MuZeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud lod zasihneme, hra
kondi.

a) Navrhnéte osm poli, na néz se staci otdzat, abychom méli jistotu zésahu lodé.

b) Zdtvodnéte, ze sedm otdzek obecné takovou jistotu nedava. [F8—B-I1—J
Na nékteré policko Sachovnice 6 X 6 postavime figurku kralevice. Ta muze v jednom tahu
poskoéit budto ve svislém, nebo ve vodorovném sméru. Délka tohoto skoku je stiidave
jedno ¢i dvé policka, pficemz skokem na sousedni pole figurka zac¢ina. Rozhodnéte, zda
lze zvolit vychozi pozici figurky tak, aby po vhodné posloupnosti 35 skokl navstivila
kazdé pole Sachovnice pravé jednou. [B5—A—TII—4q]
Pole tabulky n x n, kde n = 3, jsou stiidavé ¢ernd a bil4 jako na obyéejné sachovnici,
pricemz pole v levém hornim rohu je cerné. Bila pole budeme barvit nacerno nasle-
dujicim postupem. V jednom kroku vybereme libovolny obdélnik 2 x 3 nebo 3 X 2,
ve kterém jsou jesté ti¥i bila pole, a tato t¥i pole zacernime. Pro kterd n muzeme po
urd¢itém poétu kroku zacernit celou tabulku? [B7=A-I1—]]
Zjistéte nejmensi pfirozend ¢isla k, pro néz plati jednotliva tvrzeni a), b) a c): Obsadi-
me-li figurkami libovolnych k poli 8achovnice 8 x 8, pak budou obsazena nékterd a) t¥i
sousedni pole nékterého fadku, b) tii sousedni pole nékteré sikmé rady, c) ¢tyti sousedni
pole nékterého ¥adku nebo sloupce. Sikmou fadou rozumime takovou skupinu poli,
jejichz thlopricky jednoho z obou smért lezi na jedné a téze piimce. [A9—C-1-3]
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